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I. INTRODUCTION 

The practical importance of humus in soils for agriculture has 
been recognized from old times. Since humus is an intermediate 
product of the decomposition of organic substances in soils and is 
continually decomposing, its nature and chemical constitution are not 
therefore constant. The term humus has had varied usage, principally 
because very little was known concerning the complicated processes 
which lead to the formation of the dark colored organic substances 
in soils. According to recent studies, humus should be used to 
designate organic matters of soils as a whole, while humus substances 
or humic matters can be used to describe humus complexes as a 
whole. 
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The form of humus substances in soils is not simple and the vari- 
ous forms have been designated. That is, their forms can be generally 
divided into the kinds following three : 1. Those in a free state, 2. 
Humates with bases, 3. Complexes with soil components. Although 
humus substances of the free state are contained to a comparatively 
large extent in organic acid soils, such as peat soils, they exist also 
more or less in ordinary arable lands. Humates with various bases 
also are found in natural soils, and the proportion of humates to 
total humus substances in soils is variable according to the nature 
of soils. Since the proportion is not so large in general, humus 
complexes with soil components must occupy a comparatively large 
part of humus substances. 

The importance of humus in soils is largely owing to these so 
called “ humus-clay complexes ”. Accordingly the utility of organic 
matters for soil management is affected principally by the nature 
and content of humus-clay complexes. Although there are, however, 
a comparatively large number of studies on humus-clay complexes, 
only little reference has been made to the form of complexes in soils. 
It has not yet been clearly proved whether the complex is only the 
physical mixture or whether it is in the form of the chemical combi- 
nation between humus substances and soil components. Consequently, 
the formation of the complex and its genuine nature have not yet 
been found in detail. 

Demolon and Barbier 1S) made the study on the condition of 
formation and constitution of humus-clay complexes in soils and 
observed that humic acids were fixed by various amounts of clay, 
forming a homogeneous flocculation, and thereby concluded that 
colloidal clay is one element for the fixation of colloidal humus in 
soils. Recently Springer' 88, B7, 88) has taken a general view of the bind- 
ing form of humus substances in soils, but he did not discussed it 
in reference to the form of humus-clay complexes. 

The present work, therefore, deals with experiments on the form 
of humus-clay complexes in soils and the conditions of their forma- 
tion. These experiments were conducted by means of the chemical. 
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physico-chemical, colloid-chemical and x-ray mothods, using various 
kinds of humus substances. 

The results obtained are shown in this paper. 

It is a pleasure to acknowledge the invaluable criticism and 
continuous encouragement given the author during this investigation 
by Prof. Kisaburo Shibuya, under whose supervision the work has 
been done. It is the author’s pleasant duty to express his cordial 
thanks to the Foundation for the Promotion of Scientific and Industrial 
Research of Japan for the subsidy received for research. 

II. CONDITION OF THE FORMATION OF HUMUS 
COMPLEXES WITH OTHER CONSTITUENTS 
IN MINERAL SOILS AND 
THEIR NATURE 

The main elements, which constitute the frame-work of clay 
minerals, are generally three, silicon, aluminum, and iron. In earlier 
times it was assumed that clay minerals belong to amorphous 
substances, but lately they have been shown by further studies, 
especially by the x-ray investigation * 21 28 33 3,1 that the greater part 
of clay minerals exists rather in a crystalline structure. 

These elements in soils can exist in different states, i. e., in a 
free state, in a physical mixture, or in a chemical combination, 
according to the difference of the inner and outer condition. From 
interactions among these elements in their mixtures, reasoning their 
behavior in soils is a subject of importance and interest. Numerous 
worthy investigations about these problems recently have been 
conducted by Mattson and his co-workers. They treated colloid- 
chemically the soil and found many facts concerning the behavior of 
the various soil constituents. 

Iron and aluminum, forming a part of the frame-work of soils, 
show a special character causing the amphoteric nature of their 
salts, that is, they react as either acids or bases according to the 
change of hydrogen-ion concentrations of media. The interaction 
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between iron or aluminum and other soil constituents is therefore 
complicated by difference of environmental conditions. 

As another important constituent of soil colloids organic matters, 
especially in humus substances, must be mentioned. 

It is now definitely recognized that humus has resulted from the 
decomposition of plant and animal bodies, mainly through the agency of 
micro-organisms, although the possibility of certain chemical reactions 
taking place in the process is not excluded. Humus has, therefore, 
ceilain specific properties which distinguish it from other natural 
bodies. Humus does not designate definite chemical compounds, 
although humus has been divided into various fractions according to the 
difference of its properties by many investigators.' ,, ' 5,13 ' !4,27 ' 28 ''' 5 '‘' 7 ' 51 ' 58 ' 59 ' 65) 

Waksman has said in his publication,' 721 “The only name war- 
ranting preservation is * Humus,’ because of its historical importance ; 
it should be used to designate the organic matter of the soil as a 
whole. ‘ Humus substances ’ or ‘ humic matter ’ can be used to describe 
humus complexes as a whole.” 

Although the chemical components of humus are not always identi- 
cal, according to the difference of their origin and treatment, their 
behavior in relation to other substances is almost identical. Humus 
substances which originated chiefly from plant residue behave as acids. 

There were in the past two opposite opinions respecting the 
.acidity of humus in connection with the humic acid problem. Old 
chemists, e. g., Sprengel, Berzelius, Mulder, settled this problem 
very simply by stating that humus contained an acid or acids. Since 
van Bemmelen demonstrated that humus is a colloid, a theory of 
non-existence of such acid or acids seemed to prevail for a time. 
Cameron , 1 a> Baumann and Gully 43 ’ supported the colloidal theory. 
This was, however, opposed by Tacke and SchOchting,' 69 ’ who advo- 
cated the existence of real acids in humus. Soon after their disputes, 
Oden succeeded in preparing practically pure humic acids and as- 
sumed that humic acids combined chemically with ammonia on the 
basis of his study of the conductivity of humic acid solutions 1 ’ 7 ’. 
Ehrenberg and Bahr' 15 ’ studied the dissociation-isotherm of the 
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substance resulting from the combination of humic acids and ammonia 
and concluded that humic acids are real acids. Recently, Kawa- 
mura 30 ' supported the real acid theory from the investigation of 
adsorption isotherms of bases and acids by pure humic acids. 

Although it has not yet been made clear whether the acid nature 
of humus substances is due to replaceable carboxyl hydrogen, or to 
hydroxyl hydrogen as in the phenols, or to hydro-carbon hydrogen 
as in aceto-acetic and melonic ester, or to the hydrogen of the water 
activated through a fixation of the hydroxyl group, humus combines 
with and neutralizes bases, and resembles in this and other respects 
silicic, oleic, and other acids. It is distinctly electronegative, mi- 
grating toward the anode in a solution of any pH. 

Most soil colloids generally consist of silicon, iron, aluminum and 
humus substances. The mineral part of soil colloids unites with 
humus substances in a definite condition, forming new combinations 
whose properties vary with the relative quantity of each component 
and hydrogen-ion concentrations of media, etc.. 


A. Relation Between the Formation of Aluminum or Ferric 
“ silico-humates ” and Hydrogen-ion Concentrations 

Since the work of the early investigators, Billiter, ,7) Biltz' 8) and 
others, silica has been known to be electronegative, and from the 
fact that colloidal solutions of the oxides of aluminum and iron as 
usually prepared by the method of Graham' 33 ' were found to be 
electropositive, these oxides are generally, but erroneously, dealt with 
as electropositive materials. These oxides are, in the terminology of 
Michaelis,' 44 ' ampholytoids (ampholytes), being isoelectric in the 
absence of electrolytes at a pH of about 7 to 8. On the acid side of 
their isoelectric points they become increasingly electropositive, while 
in lower hydrogen-ion concentration than the points they evidently 
become electronegative. 

Soil colloids are amphoteric substances and the reason for this 
has been explained by Mattson as follows: Soil colloids are partial 
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combinations of weak acids such as silicic or humic acids, and am- 
pholytes such as iron and aluminum, consequently there are acidic 
hydrogen- and basic hydroxyl radicals which have not yet taken part 
in the above combination. The existence of these radicals gives the 
amphoteric nature to soils/ 31 ' The formation and nature of such a 
new combination, as above mentioned, is affected by varying condi- 
tions. Mattson examined the relation between silicon and iron or 
aluminum, and humus substances and iron or aluminum, and ascer- 
tained that these combinations also are ampholytes having isoelectric 
points, and that the nature of the combination is changed by various 
factors. 

The present chapter deals with the experiment concerning the 
relation between the formation of complexes in mixtures of silicon, 
humus substances, iron or aluminum, and pH values of mixtures. 

a) Aluminum “ silico-humates" 

Materials used in the experiment: silicon, aluminum and humus 
substances. These three were applied in the form of Na 2 5iO,, A1C1,- 
6H 2 0, and Na-humate as in Mattson’s experiment/*’ Sodium silicate 
and aluminum chloride were chemically as pure as possible. As the 
sample of humus substances the sodium salt of Merck’s humic acid 
was employed, for humic acids are the main part of humus substances 
and have a definite chemical nature. 

At first the base exchange capacity and the chemical equivalent 
of Merck’s humic acid were determined by the following procedure. 
A sample of Merck’s humic acid which contained 1.27 per cent of 
ash was treated on the filter with a normal solution of neutral calcium 
acetate until the filtrate gave a neutral reaction. Then the sample 
was treated once with calcium chloride. It was then washed until 
the Cl-ion reaction disappeared. The Ca was then displaced with 1 
per cent hydrochloric acid and the Ca determined in the filtrate/*-” 

From the above experiment it was found that the base exchange 
capacity of Merck’s humic acid was 3.53 milliequivalents per gram, 
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and the equivalent weight was 290. According to Oden’s description 47) 
the chemical equivalent of Merck’s humic acid lies generally between 
200 and 300. 

Na-humate solution was prepared by adding the same gram 
equivalent of sodium hydroxide to a known weight of Merck's 
humic acid. 

The order of the mixing of these three substances was carried 
out according to the following three combinations. 

1) Entrance of aluminum into the system containing silicon and 
humus : (NaaSiOa + Na-humate) + A1C1 3 . 

2) Entrance of humus into the system containing silicon and 
aluminum : (Na 2 Si0 3 + A1C1 3 ) + Na-humate. 

3) Entrance of silicon into the system containing humus and 
aluminum : (Na-humate + A1C1,) + Na^iO., . 

The procedure of mixing these substances is described in detail 
below. Accurately measured portions of the two solutions, A con- 
taining the last substance, and B containing the equal volume of the 
first two substances to be mixed, were placed in separate flasks. 
Total volume of each solution in A and B flasks was 20 cc.. The 
mixing was rapidly done by pouring the content of one of the flasks 
into the other and then back into the first, then again into the second, 
and finally into a large Jena test tube. 

The precipitating zone was found in a preliminary test by run- 
ning one of the solutions into the other from a burette until a rapid 
flocculation was observed. The pH of the systems was adjusted by 
adding a little amount of sodium hydroxide or hydrochloric acid 
before mixing these solutions. 

The flocculations after the solutions were mixed and after they 
were allowed to stand over night were recorded in tables. The con- 
tent of the tube was then shaken and used for the cataphoresis 
measurements after Mattson’s microscopic method 07 ' under the cur- 
rent of 100 volts. 

The pH value of the content was determined by means of chin- 
hydrone- or antimony-electrode method. 
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Further, the electric conductivity of a series of mixtures with 
different pH was observed. 

The flocculation amounts at different hydrogen-ion concentrations 
were compared with each other by the height of flocculates. 

The mutual ratio of quantities of silicon, aluminum and humus 
in this experiment was 5 : 2.5 : 1 millimol ratio respectively. The 
ratio of silica to alumina became therefore 2.0. Robinson has said 
concerning the silica-alumina ratio of soils in his publication' 53 ’ that 
any attempt to indicate a critical limit of silica-sesquioxide ratios in 
clays is necessarily provisional, but there is some justification for 
considering a molecular silica-sesquioxide ratio of 2.0 as significant. 

The results obtained in the experiment are shown in tables 1 to 
6 and fig. 1. 

TABLE 1. 

Relation between the formation of flocculates and hydrogen-ion concentrations 
The (Na 2 SiOj-f Na-humate) 4-A1C1 System 

A. 5.0 millimols AlClj in L. 

B. 10.0 millimols Na 2 SiO { and 

2.0 millimols Na-humate in L. 







After a 








Soln. Soln. B, 

After mixing 

few 


Over night 


Cataph. 


No. 


20cc.4- 



hours 






pH 

A 

NaOH 


Floe. 

Color of 

f'.nlnr nf 



V , sec. 


cc. 

milli- 

mols 

Appear- velocity 
min. 

ance 1 _ — 

5cm. 

super 

natant 

liquid 

Appear 

ance | 

super- 

natant 

liquid 

Height Ratio 
of floe, of 
mm. floe. 

v cm. 


1 

20 

0.25 

HC1 

ppt 


light 

yellow 

ppt 

colories 

22 

65 

-r0.20 

3.2 

9 

20 

0.13 

HC1 

11 


71 

ii 

ii 

22 

65 

-rO.35 

3*3 

3 

20 

0.0 

11 


11 

light 

brown 

ii 

light 

yellow 

20 

59 

+0.52 

3.3 

4 

20 

5.0 



ii 

yellow 

18 

53 

4-1.05 

3.4 

5 

20 

10.0 



ii 

ii 

ii 

12 

35 

-rl.75 

3.5 

6 

20 

15.0 

11 


light 

yellow 

ii 

colorles 

26 

76 

4-1.51 

3.6 

7 

i 20 

17.5 

11 

21 

colories 

ii 

ii 

34 

100 

J-0.30 

4.7 

8 

| 20 

18.0 

11 

20 

ii 

ii 

ii 

34 

100 

4-0.10 

5.0 

9 

20 

18.5 

11 

19 

1 ii 

ii 

ii 

34 

100 

—0.09 

5.4 

10 

20 

19.0 

11 

23 

ii 

i 

i ” 

ii 

34 

100 

-0.34 

5.6 

11 

20 | 

19.5 

11 


light 

yellow 

f 

ii 

ii 

light 
yellow [ 

32 , 

. « 

-0.50 

5.8 

12 

20 

20.0 

11 


yellow 

1 ” 
i 

26 

76 

-0.55 

6.0 

13 

20 

25.0 

11 


light 

brown 

1 ” 

yellow 

13 

38 

-0.83 

6.6 

14 

20 

30.0 

clear 


brown 

| clear 

brown j 

0 

0 


7.9 

15 

20 

35.0 

ti 


ii 

! " 

ii | 

0 

0 





10 


Hideaki Saeki 


TABLE 2. 

Relation between the formation of flocculates and hydrogen- ion concentrations 
The (Na*SiO { +AlCli) +Na*humate — System 

A. 2.0 millimols Na-humate in L. 

B. 10.0 millimols Na*SiOj and 

5.0 millimols AiClt in L. 


No. 

Soln. 

Soln.B, 

20cc.+ 

After mixing 

After a 
few 
hours 


Over night 


Cataph. 


A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

Floe. 

velocity 

min. 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

1*1 sec. 

v,cm. 

pH 

1 

20 

10.0 

HC1 

ppt 


light 

yellow 

ppt 

colorles 

18 

51 

-0.80 

2.1 

2 

20 

50 

HC1 

If 


11 

ii 

ii 

19 

54 

-0.71 

2.2 

3 

20 

0.0 

11 


ii 

ii 

17 

19 

54 

-0.68 

22 

4 

20 

5.0 

ii 


ii 

it 

11 

20 

57 

-0.40 

2.7 

5 

20 

10.0 

n 


ii 

if 

11 

21 

60 

±0.00 

3.0 

6 

20 

15.0 

a 


ii 

it 

17 

20 

57 

+0.35 

3.2 

7 

20 

20.0 

n 


light 

brown 

it 

yellow 

15 

43 

+0.81 

3.4 

8 

20 

22.5 

17 


ii 

it 


14 

40 

+ 1.50 

3.6 

9 

20 

25.0 

17 


yellow 

it 

light 

yellow 

25 

71 

+ 1.15 

3.8 

10 

20 

27.5 

17 


light 

yellow 

ii 

colorles 

30 

86 

+0.80 

3.9 

11 

20 

30.0 

17 

22 

colorles 

ii 

ii 

32 

91 

+0.65 

4.1 

12 

20 

31.0 

17 

20 

ii 

ii 

ii 

35 

100 

+0.14 

5.0 

13 

20 

1 

1 32.0 

' 11 

19 

17 

17 

ii 

35 

100 

-0.58 

6.0 

14 

20 

33.0 

17 


light 

brown 

11 

yellow 

24 

71 

-0.68 

62, 

15 

20 

34 JO 

17 


» 

11 

ii 

18 

51 

-1.02 

6.4 

16 

20 

35.0 

17 


brown 

11 

brown 

8 

24 

-1.16 

6.8 

17 

20 

40.0 

turbid 


ii 

If 

it 

trace 

trace 

—1.85 

6.9 

18 

i 20 

45.0 ‘ 

clear 


ii 

clear 

ii 

0 

0 
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TABLE 3. 

Relation between the formation of flocculates and hydrogen-ion concentrations 

The (Na-humate+AlCl;) +NajSiO&— System 

A. 10.0 millimol9 Na 2 SiO» in L. 

* B. 2.0 millimols Na-humate and 
5.0 millimols A1C+ in L. 



Soln. 

Soln. B, 
20cc.+ 

After mixing 

After a 
few 
hours 

Over night 

Cataph. 


No. 

A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

Floe. 

velocity 

min. 

5cm 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 1 
natant | 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

1 floe. 

p/sec. 

v cm. 

pH 

i' 

20 

50.0 

HC1 

ppt 

u 

light 

yellow 

... 1 

colorles 

13 

1 37 

1 1 

i 

i 

1 

! 

1.4 

2 , 

20 

200 

HC1 

a 

15 

it 

„ 1 

» 

14 

40 

-0.97 

2.2 

3 

20 

15.0 

HC1 

It 

23 

1 „ 

>t 

tt 

16 

I 46 

-0.85 

26 

4 

20 

100 

HC1 

it 

24 

a 

i i 

” i 

! 

1 ” 

22 

| 63 

-0.65 

28 

5 

20 

6.0 

HC1 

1 „ 

29 

it 

” i 

! ” 

22 

I 63 

-0.53 

1 ^ 

6 

20 

5.5 

HC1 

tt 

23 

tt 

it 

tt 

22 

i 63 

-020 

2.9 

7 

20 

5.0 

HC1 

I „ 

IT ! 

colorles 

tt 

tt 

23 

66 j 

+0.05 

3.0 

8 

20 

45 

HC1 

1) 

20 

i 

light 
yellow 1 

” I 

tt 

22 

63 

+0.25 

1 3.1 

9 

20 

3.5 

HC1 

1) 

15 

» 1 

it 

it 

21 

! 6° 

+0.84 

1 31 

10 

20 

. 

25 
. HC1 

tt 

14 

tt 

a 1 

tt 

20 

1 57 

+1.01 

I 3.1 

11 

20 

0.0 

tt 

12 

yellow 

it 

| 1 

! light 

1 yellow 

18 

I 51 

+ 1.62 

| 3J2 

12 

20 

10.0 

tt 

i 

” 

1 

it 

13 

1 37 

+ 1.70 

3.3 

13 

20 ! 

20.0 

tt 

1 

! 

\ hght 
, yellow 

” 1 

I 

yellow 

10 

| 29 

+1.76 

1 

3.5 

14 

■ 

20 

30.0 

1 » 

1 

I 

1 yellow 

it 

light 

yellow 

13 

37 

+ 1.36 

3.5 

15 

20 

40.0 

1 „ 


1 

t ” 

1 

1 ” 

1 

tt 

16 

46 

| +1.23 

36 

16 

20 

48.5 

>i 


light 

yellow 

tt 

| 

1 colorles 

26 

74 

+ 107 

4.0 

17 

20 

49.0 

t i 


( colorles 

1 

it 

I 

tt j 

33 

94 

i 

| tI.02! 

42 

18 

1 20 

49.5 

1 

1) 

20 

tt 

1 „ 

1 „ 

34 

97 

1 +0.93 

| 

4.4 

19 

20 

500 

f ” 

19 

a 

1 „ 

1 

tt 

35 

100 

i 

, +0.27| 

1 4.7 

20 

20 

50.5 

»> 

18 

a 

1 

tt 

1 1 

35 

1 100 

+0.00 

5.2 

21 

20 

51.0 

tt 

16 

tt 

tt 

it 

35 

100 

-0.41 

5.9 

22 

20 

55.0 

1 ,, 


brown 

it 

brown 

18 

1 51 

-0.60 

6.4 

23 

20 

65.0 

1 tt 


it 

tt 

tt 

7 

1 20 

-0.98 

6.8 

24 

20 

75.0 

! clear 


tt 

clear 

” I 

0 



7.1 

25 

20 

100.0 

i w 


i „ 

it 

a 

0 

1 
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TABLE 4. 

Conductivity of mixtures with different hydrogen-ion concentrations 
The (Na*SiOi+Na-humate)+AlClr- System 
A 5.0 millimols A1C1» in L. 

B. 10.0 millimols Na*SiOi and 
2.0 millimols Na-humate in L. 


No. 

Soin. 

A 

cc. 

Soln. B, 
20 cc.+ 
NaOH 
millimols 

pH 

t 

Apparent 
conduct, of 
mixtures 
.10- 4 Mho 

n 

Conduct, of 
NaOH in 
mixtures 
.10- 4 Mho 1 

Real conduct, 
of mixtures : 
(t-n 

.10” 4 Mho 

3 

20 

0.0 

3.3 

15.8 

0 

+15.8 

4 

20 

5.0 

3.3 

16.3 

4.9 1 

+11.4 

5 

20 

10.0 

3.4 

16.8 

9.6 

+ 7.2 

6 

20 

15.0 

3.6 j 

17.3 

14.4 I 

+ 2.9 

7 

20 

17.5 

4.7 

17.6 

16.7 

+ 0.9 

8 

20 

18.0 

5.0 

17.7 

17.2 ! 

+ 0.5 

9 

20 

18.5 

5.4 

17.7 

17.7 

JL 0.0 

10 

20 

19.0 

5.6 

18.0 

18.2 1 

- 0.2 

11 

20 

19.5 

5.8 I 

18.4 

18.5 

- 0.1 

12 

20 

20.0 

6.0 , 

19.0 

19.1 

- 0.1 

13 

20 | 

| 25.0 

6.6 

i 

23.6 

23.7 

i 

- 0.1 


TABLE 5. 

Conductivity of mixtures with different hydrogen-ion concentrations 
The (Na 2 SiOi+AlCl ; ) + Na-humate — System 

A. 2.0 millimois Na-humate in L. 

B. 10.0 millimols NaSiOs and 

5.0 millimols A1C1* in L. 


No. 

Soln. 

A 

cc. 

Soln. B, , 
20 cc. b 
NaOH 
millimols 

| PH 

1 

! t 

Apparent 
conduct, of 
mixtures 
.10- 4 Mho 

n 

Conduct, of 
NaOH in 
mixtures 
.10- 4 Mho 

Real conduct, 
of mixtures: 
(t-n 

.10'* Mho 

3 

20 

0.0 

22 

40.2 

0 

n-40.2 

4 

20 

5.0 

2.7 

36.8 

4.9 

+31.9 

5 

20 

| 10.0 

3.4 

34.5 

9.6 

+24.9 

6 

20 

| 15.0 

3.8 

33.0 

14.4 

+18.6 

7 

20 

20.0 

3.8 

32.0 

19.1 

+12.9 

9 

20 

25.0 

3.8 

31.0 

23.7 

+ 7.3 

11 

20 

30.0 

4.1 

29.2 

28.4 

+ 0.8 

12 

20 

31.0 

5.0 

29.0 

29.3 

- 0.3 

14 

20 

33,0 

62 

31.0 

31.2 

- 0.2 

16 

20 

35.0 • 

68 

33.7 

33.8 

- 0.1 

17 

20 

40.0 

6.9 

38.0 

38.6 

- 0.6 

18 

20 

4&0 


43.2 

43.4 

- 0.2 
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TABLE 6. 

Conductivity of mixtures with different hydrogen-ion concentrations 
The (Na-humate+AlCIO + NasSiOt — System 

A. 10.0 millimols NagSiO;* in L. 

B. 2.0 millimols Na-humate and 
5.0 millimols A1CU in L. 


No. 

Soln. 

A 

cc. 

Soln. B, 
20cc.+ 
NaOH 1 
millimols 

pH 

t 

Apparent 
conduct, of 
mixtures 
.10-* Mho 

n 

Conduct, of 
NaOH in 
mixtures 
.10- 4 Mho 

Real conduct, 
of mixtures: 
(t-n) 

.10- 4 Mho 

11 

20 

0.0 ; 

3.2 

38.4 


0.0 

+38.4 

13 

20 

20.0 j 

3.4 

48.5 


22.1 

+26.4 

14 

20 

30.0 1 

3.5 

53.0 


37.5 

+15.5 

15 

20 

40.0 1 

3.6 

56.6 


46.6 

+ 10.0 

17 

20 | 

49.0 j 

4.2 

65.6 

| 


62.0 

+ 3.6 

19 

20 

50.0 

4.7 

64.8 


63.0 

+ 1.8 

20 

20 1 

1 50.5 | 

5.3 

1 64.3 


64.0 

+ 0.3 

22 

20 

! 55.0 ' 

6.4 

1 68.8 


69.0 

- 0.2 

23 

20 

j 65.0 

i 

1 81.2 


81.4 

0 

1 

24 

20 

75.0 


91.6 


91.8 

- 0.2 

25 

20 

100.0 

1 

123.1 


123.9 

- 0.5 


In the above experiment the influences of various hydrogen-ion 
concentrations, which varied from pH 1.4 to the alkaline side, upon 
the complex formation were examined. In the zone lower than pH 
7 the flocculation always occurred, while in the alkaline side there 
was none. 

When the pH value of mixtures was extremely low, the resultant 
flocculates possessed strong negative charge. Increasing the pH value 
eventually decreased the negative charge, and finally, near pH 3.0, 
showed no electrical charge. A further increase of pH reversed the 
charge positively and the positive charge reached a maximum value 
at about pH 3.5, then the charge decreased eventually to zero at 
about pH 5.2. Upon increasing pH more, the charge of particles 
reversed again negatively. Near the neutral point, however, flocculates 
disappeared entirely. 

Accordingly, it was found that the complex resulting from these 
mixtures possesses two isoelectric points, and that the first point lies 
near pH 5.2, and the second is isoelectric near pH 3.0. The isoe- 
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lectric point is, according to Michaelis 44 , the point at which ampholytes 
dissociate an equal number of anions and cations. 

Mattson' 38 ’ has reported an isoelectric pH of 8.1 for a mixture 
of aluminum chloride and sodium hydroxide, and reported further that 
in the A1C1 3 + Na 2 Si0 3 -system with ratio of Si0 2 : Al 2 0 3 =7.5 : 5 milli- 
mols the isoelectric pH is 6.3, in the AlCb+Na-humate-system with 
ratio of Al 2 Os : humus =8 : 3 millimols' 40 ' there were two isoelectric 
points, i.e., pH 5.5 and a certain lower pH. Systems consisting of 
silicon, aluminum and humus were isoelectric at lower pH than those 
of AlClj+NaOH, AlCl 3 +Na 2 Si 0 3 or A1C1 3 + Na-humate system, although 
the concentration of the substances was not the same. The reason 
for this is that the Si0 3 - or HSiOa- and humate-ion, which was com- 
bined instead of the Cl-ion in the flocculates, dissociates less in the 
flocculates than the Cl-ion, consequently the pH of the system must 
be more depressed in order to dissociate to the degree similar to 
that of the original Cl-ion. 

Among silicates, phosphates and humates the ability to depress 
the isoelectric point of ampholytes varies in the following order' 43 ’: 
Silicates < Phophates < Humates. It is therefore supposed from the 
above order that in colloidal complexes the degree of dissociation of 
phosphates is lower than that of silicates, and those of humates lower 
than phosphates, and that humates react as acids most strongly of 
the three. 

There are two isoelectric points, as seen above, in systems con- 
taining humus, and the same phenomenon has been observed by 
Mattson' 4 ” in aluminum and ferric humate systems. This was not, 
however, observed in aluminum and ferric “phosphates” and “sili- 
cates.” The reason for such a difference in behavior may be due to 
the colloidal nature of humus complexes themselves. 

The explanation has been given as follows by Mattson' 41, 431 in 
his experiment with aluminum and ferric humate systems. When 
the pH in the phosphate and silicate systems is lowered these com- 
plexes become increasingly electropositive because the diffusible Cl- 
ions, highly dissociated by the complexes, enter in ever-increasing 



Studies on Humus-Clay Complexes 


15 


numbers until the complexes undergo a complete molecular and ionic 
dispersion. In the humate system, the effect of a lbwering of the pH 
will be in two directions. The amphoteric sesquioxide component 
will become more strongly electropositive as the number of Cl-ions 
in combination increases and the positive charge of the complexes 
will therefore increase at first. But as the solubility of this component 
increases with the chloridation it becomes quantitatively weaker and 
the complexes as a whole will grow less positive or more negative 
because the negative component (humus) remains colloid dispersed in 
the complexes. 

In the table 1 the second isoelectric point could not be found. 
The reason for this is that the pH range in the system was not 
extended to the second isoelectric pH. 

The difference of the influence of hydrogen-ion concentrations 
upon the formation of the complexes was not noticeable among these 
three systems, i.e., 

1) (Na 2 Si0 3 + Na -humate) + AlClrsystem 

2) (Na2Si0 3 + A1C1 3 ) + Na-humate-system 

3) (Na-humate + A1C1 3 ) + Na 2 Si0 3 -system . 

It is therefore concluded, that the order of mixing of these substances, 
such as silicates, aluminum salts and humates, will not give noticeable 
effects upon the formation of aluminum “ silico-humates.” 

The change of the conductivity of the systems, which is due to 
the variation of hydrogen-ion concentrations, is as described in the 
tables 4 to 6. “ t ” in the fifth column in the tables shows a conduc- 
tivity of the solution, in which both A and B solutions have been 
mixed, at various pH values. “ n ” in the sixth column indicates 
the conductivity of NaOH itself which was added to the solution in 
order to change the pH value. The last column shows the difference, 
that from “ t,” “ n ” was subtracted ; accordingly it indicates the 
change of the interaction among the three substances in the system. 
The depression of the conductivity which was expressed by the three 
substances themselves took place generally with the increase of pH 
of the system, because the flocculation occurred more and more com- 
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pletely with increase of pH values. Thereafter the electrical charge 
reached ±0, which means that the conductivity of the system became 
equal to that of sodium hydroxide itself which is contained in this 
system. These relationships are shown graphically as follows : 



Fig. L 

Relationship between the conductivity 
and pH of the system. 

Line A: Conductivity of NaOH in 
the system. 

Curve B: Conductivity of the three 
substances in the system. 

Point C: Point of intersection of the 
conductivity line of the three 
substances with that of the 
NaOH 

Point i: Isoelectric point 

Curve D: Conductivity of excess of 
NaOH which had no more 
effect upon the complex for- 
mation. This line will join 
line A finally. 


The point C, at which the curve B intersected the straight line 
A, lies near the isoelectric pH, i. e., point i. This indicates that the 
complex was almost completely formed at this hydrogen-ion concen- 
tration of the system. 


b ) Ferric “ silico-humates” 

In this experiment, as amphoteric substances a ferric compound 
was used instead of aluminum. Three elements, therefore, were 
applied in the form of Na2Si0 3 , FeCl 3 -6H 2 0 and Na-humate respectively. 
To prevent the precipitation of hydroxide of iron from depending upon 
its hydrolysis, the ferric chloride solution was stored in the state of 
a concentrated solution. The other samples were the same as those 
applied in the preceding experiment. 

By varying the order of mixing of these three substances the 
following three systems were formed, namely, 
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1 ) (Na 2 Si 0 3 + Na-humate) 4- FeCl 3 -system 

2 ) (NaaSiOs + FeCl 3 ) + Na-humate-system 

3) (Na-humate 4 FeCl 3 ) 4- NaaSKVsystem. 

The experiment with these systems was held after the method 
similar to that in the preceding section. 

The results obtained are shown in tables 7 to 12. 

TABLE 7. 

Relation between the formation of flocculates and hydrogen- ion concentrations 
The (NafSiOs 4- Na-humate) +FeCl>— System 

A. 5.0 millimols FeCl s in L. 

B. 10.0 millimols Na 2 SiC >3 and 

2.0 millimols Na-humate in L. 


No. 

Soln. 

Soln. B, 
20 cc. + 

After mixing 

After a 
few 
hours 

Over night 

Cataph. 


A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

Floe. 

velocity 

min. 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

(i/sec. 

V/cm. 

pH 

1 

20 

20.0 

HC1 

ppt 


yellow 

ppt 

light 

yellow 

15 | 

45 

+0.60 

1.8 

2 

20 

10.0 

HC1 

it 


» 

it 

tt 

14 

42 

+0.73 

1.9 

3 

20 

5.0 

HC1 

tt 



tt 

tt 

12 

36 

+0.85 

2.0 

4 

20 

0.0 

clear 


brown 

clear 

brown 

o 

0 


2.2 

5 

20 

5.0 

a 


tt 

ft 

it 

1 

0 

0 


2.3 

6 

20 

100 

a 


a 

ft 

tt 

0 

0 


23 

7 

20 

15.0 

ppt 


light 

brown 

ppt 

light 

yellow 

5 

15 

+0.98 

3.0 

8 

20 

15.5 

a 


light 1 
yellow 

ft 

colorles 

25 

76 1 +0.74 

3.1 

1 

9 

20 

16.0 

tt 

35 

it 

a 

v 

31 

94 

+0.20 

3.7 

10 

* 20 

I 

16.2 * 

it 

26 

colories 

if 

a 

33 

100 

+0.10 

3.8 

11 

l 20 

17.0 

ft 

28 

tt 

ft 

tt 

33 

100 

-035 

4.4 

12 

20 

17.5 

ft 


light 
yellow i 

tt 

I 

a 

si : 

94 

-0.56 

50 

13 

20 

18.0 

ft 


yellow 

it 

light 

yellow 

22 

i 

94 

-0.82 

5.4 

14 

20 

18.5 

it 


tt 

tt 

tt 

20 

60 

-0.95 

5.8 

15 

20 

19.0 

tt 


light 

brown 

tt 

yellow 

7 1 

22 

—1.25 J 6.2 

16 

! 20 

19.5 

turbid 


1 

brown 

it 

brown 

1 1 

3 

-135 

6.4 

17 

20 

20.0 

clear 


a 

it 

a 

trace 

trace 

-133 

6.6 

i-* 

00 

20 

25.0 

n 


a 

clear 

t> 

i 0 

0 


8.0 
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TABLE 8. 

Relation between the formation of flocculates and hydrogen-ion concentrations 
The (Na*Si0 8 +FeCl*; +Na-humate — System 

A. 2.0 millimols Na-humate in L. 

B. 10.0 millimols NajSiOi and 

5.0 millimols FeClj in L. 



Soln. 

Soln. B, 
20cc.+ 

After mixing 

After a 
few 
hours 


Over night 


Cataph. 

pH 

No. 

A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

Floe. 

velocity 

min. 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

H/sec. 

v cm. 

1 

20 

i 

20.0 

HC1 

ppt 


brown 

ppt 

yellow 

14 

41 

+0.82 

1.8 

2 

20 

15.0 

HC1 

tt 


tt 

a 

it 

13 

38 

+0.85 

1.9 

3 

20 

10.0 

HC1 

n 


a 

1 »» 

! 

a 

10 

30 

+0.91 

2.0 

4 

20 

5.0 

HC1 

clear 


v 

1 clear 

i 

brown 

0 

0 


2.1 

5 

20 

0.0 

tt 


it 

a 

a 

0 

0 


22 

6 

20 

5.0 

tt 


tt 

tt 

tt 

0 

0 

* 

2.4 

7 

20 

10.0 

it 


it 

| 

it 

tt 

0 

0 


2.6 

8 

20 

13.5 

tt 


it 

! 

tt 

tt 

0 

0 

1 


2.9 

9 

20 

14.0 

ppt 


it 

ppt 

yellow 

4 

12 

+ 1.20 

3.0 

10 

20 

14.5 

it 


tt 

it 

tt 

10 

1 

30 

+0.85 

3.0 

11 

20 

15.0 

It 


tt 

tt 

light 

yellow 

15 

45 

+0.25 

3.1 

12 

20 

15.3 

it 


tt 

It 

colorles 

28 

82 

+0.13 

3.5 

13 

20 

15.5 

tt 

28 

colorles 

It 

v 

34 

100 

+0.05 

3.9 

14 

20 

16.0 

tt 

32 

light 

yellow 

tt 

tt 

33 

97 

-0.10 

4.1 

15 

20 

16.5 

tt 

39 

brown 

tt 

tt 

31 

91 

-0.50 

4.5 

16 

20 

20.0 

it 


tt 

it 

brown 

trace 

trace 

-1.36 

72 

17 

20 

25.0 

clear 


it 

clear 

it 

0 

0 


7.5 
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TABLE 9. 

Relation betweem the formation of flocculates and hydrogen-ion concentrations 

The (Na-humate+FeC10 + Na 2 SiO s — System 

A. 10.0 millimols NagSiO* in L. 

B. 2.0 millimols Na-humate and 
5.0 millimols FeClj in L. 


No. 

SolnJsoln. B,l 
|20cc.+ 

After mixing | 

After a 
few 
hours 


Over night 


Cataph. 

pH 

A | 
cc. ' 

NaOH | 
milli* Appear- 
mols i 

| ance 

Floe, j 
velocity 1 
min. i 
5 cm. 1 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 1 
of floe, 
mm. 

1 

Ratio 

of 

floe. 

iVsec. 

v cm. 

1 

20 

20.0 
HC1 , 

ppt 


i 

yellow 

ppt 

yellow 

14 

I 

41 1 

+0.68 

i 

1.7 

2 

20 

15.0 

HC1 

h 


77 | 

77 

77 

13 

38 ! 

1 +0.74 

| , 

1.8 

3 

20 

10.0 

HC1 

77 

- 

» ! 

77 

77 

12 

i 

36 

+0 84 

t 

1.9 

4 

20 

5.0 | 
HC1 } 

turbid 


brown 

turbid 

brown 

0 

0 

i 

2.0 

5 

20 

0.0 

77 


i 

77 

" i 

77 

o 

0 


2.3 

6 

20 

5.0 

77 


77 

- 1 

77 

. 0 

0 

i j 

2.4 

7 

i 

20 

7.5 j 

1 


77 

77 

77 

0 

0 

i 

1 2.5 

[ 

8 

20 

10.0 1 

77 


77 

77 

77 

0 

0 

1 

1 27 

9 

20 

12.5 

” 


1 

” 1 

77 

77 

0 

0 

1 

I 2.9 

10 

20 

15.0 j 

PPt 

1 

: 

light | 
yellow 

ppt 

colorles 

28 

82 

+0.79 

| 3.2 

11 

20 

15.5 

77 

30 

1 

colorles 

i 

» i 

1 ” 

34 

100 

+0.08 

1 3.9 

12 

20 

16.0 

77 

27 

77 1 

77 

77 

34 

100 

+ 0.00 

j 4.0 

13 

20 

16.5 

77 

23 

» 1 

\ ,, 

1 

77 

34 

100 

' -0.28 

4.3 

14 

20 

17.0 

77 

25 

yellow 

1 77 

light 

yellow 

23 

68 

-0.50 

4.8 

15 

20 

17.5 

77 


77 

77 

77 

15 

45 

1 -0.65 

5.0 

16 

20 

18.0 

77 


77 

77 

77 

10 

30 

-0.88 

5.4 

17 

20 

19.0 

77 


brown 

77 

brown 

5 

15 

I ' 

— 1.03 

5.7 

18 

20 

20.0 

77 


77 

77 

77 

3 

9 

-1.15 

6.1 

19 

20 

25.0 

clear 


77 

clear 

77 

0 

0 


7.1 
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TABLE 10. 

Conductivity of mixtures with different hydrogen-ion concentrations 
The (Na*SiO;i+ Na-humate) + FeCl*— System 

A. 5.0 millimols FeCl* in L. 

B. 10.0 millimols NagSiOt and 2.0 millimols Na-humate in L. 


No. 

Soln. 

A 

cc. 

Soln. B, 

20 cc.+ 
NaOH 
millimols 

pH 

t 

Apparent 
conduct of 
mixtures 
.10-* Mho 

n 

Conduct of 
NaOH in 
mixtures 
.10-* Mho 

Real conduct 
of mixtures : 
(t-n) 

.10-* Mho 

4 

20 

0.0 

2.2 

20.5 

0.0 

+20.5 

5 

20 

5.0 

2.3 

23.1 

4.9 

+18.2 

6 

20 

10.0 

2.5 

28.5 

9.6 

+18.9 

7 

20 

15.0 

3.0 

26.9 

14.4 

+12.5 

8 

20 

15.5 

3.1 

23.0 

14.8 

+ 8.2 

9 

20 

16.0 

3.7 

20.9 

15.3 

+ 5.6 

10 

20 

16.5 

3.8 

16.0 

15.7 

+ 03 

11 

20 

17.0 

4.4 

15.9 

16.2 

- 0.3 

12 

20 

17.5 

5.0 

15.7 

16.7 

- 1.0 

13 

20 

18.0 

5.4 

16.8 

17.2 

- 0.4 

14 

20 

18.5 

5.8 

17.2 

17.7 

- 0.5 


. TABLE 11. 

Conductivity of mixtures with different hydrogen- ion concentrations 
The (NagSiOj+FeClt) + Na-humate — System 

A. 2.0 millimols Na-humate in L. 

B. 10.0 millimols NagSiOs and 5.0 millimols FeCl 3 in L. 


No. 

Soln. 

A 

cc. 

Soln. B, 
20cc.+ 
NaOH 
millimols 

! 

pH 

| 

t 

Apparent 
conduct, of 
mixtures 
.10-* Mho 

n 

Conduct, of 
NaOH in 
mixtures 
.10-* Mho 

Real conduct, 
of mixtures: 

(t-n) 

.10-* Mho 

5 

20 

0.0 

2 2 

23.3 

0.0 

+23.3 

6 

20 

5.0 

2.4 

24.2 

4.9 

+ 19.3 

7 

20 

10.0 

2.6 

22.0 

9.6 

+ 12.4 

8 

20 

13.5 

2.9 

21.2 

12.9 

+ 8.3 

9 

20 

14.0 

3.0 

20.0 

13.4 

+ 6.6 

10 

! 20 

14.5 

3.0 

19.6 

13.9 

+ 5.7 

11 

20 

15.0 

3.1 

19.1 

14.4 

+ 4.7 

12 

20 

1.53 

3.5 

17.5 

14.6 

+ 2.9 

13 

20 

15.5 

3.9 

15.2 

14.8 

+ 0.4 

14 

20 

16.0 

4.1 

15.0 

15.3 

- 0.3 

15 

20 

16.5 

4.5 

15.2 

15.7 

- 0.5 

16 

20 

. 20.0 

72 

. 17.5 

19.1 

- 1.6 

17 

20 

25.0 

7J> 

21.5 

23.7 

- 22 

18 

20 

30.0 

8.3 

27.8 

29.0 

- 12 
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TABLE 12. 

Conductivity of mixtures with different hydrogen-ion concentrations 
The (Na-humate+FeCls) -fNajSiO {—System 

A. 10.0 millimols NajSiO* in L. 

B. 2.0 millimols Na hum ate and 
5.0 millimols FeCl ( in L. 


No. 

Soln. 

A 

cc. 

Soln. B, 
20cc.+ 
NaOH 
millimols 

i 

1 

pH 1 

1 

1 

t 

Apparent 
conduct, of 
mixtures 
.10- 4 Mho 

n 

Conduct, of 
NaOH in 
mixtures 
.10~ 4 Mho 

Real conduct, 
of mixtures: 
(t-n) 

.10- 4 Mho 

5 

20 

0.0 

2.3 1 

23.3 

0.0 

+23.3 

6 

20 

5.0 

2.4 1 

22.8 

4.9 

+18.1 

8 

20 

10.0 

2.7 

20.8 

9.6 

+11.2 

10 

20 

15.0 

3.2 

20.4 

14.4 

+ 6.0 

11 

20 

15.5 

3.9 

15.4 

14.8 

+ 0.6 

13 

20 

16.5 

4.3 

15,6 

16.1 

- 0.5 

14 

20 

17.0 

4.8 

16.2 

16.6 

- 0.6 

15 

20 

17.5 

5.0 

16.5 

17.1 

- 0.6 

16 

20 

18.0 

5.4 

16.5 

17.6 

- 1.1 

18 

20 

20.0 

6.i ! 

18.3 

19.1 

- 0.8 

19 

20 

25.0 

i 

7.! | 

21.4 

23.7 

- 2.3 


The relation between the change of the pH value and the for- 
mation of the flocculate which described in the tables 7 to 9 indicated 
almost similar tendency to that of the aluminum system. These 
mixtures in the ferric system, however, showed so high a dispersity 
between the pH 2.0 and 2.9, that no flocculation took place. 

In these systems an isoelectric point was found at about pH 4.0, 
which lay on more acidic side than that of the aluminum system, 
and at that point an almost complete formation of the flocculate took 
place. 

The isoelectric pH of these systems was lower than that of other 
systems, i. e., FeCl 3 +NaOH, FeCl 3 +Na 2 Si0 3 and FeCl 3 +Na-humate 

system, which was examined by Mattson and others. This pheno- 

/ 

menon is due to the same reason as that described in the aluminum 
system. 

The amount of flocculates in all the mixtures was reversely pro- 
portional to the electrical charge of the flocculate. 

The order of mixing of three substances, such as silicates, ferric 
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salts and humates, gave no noticeable effect to the formation of ferric 
“ silico-humates,” as well as in the case of aluminum “ silico-humates.” 

The change of the conductivity of the system resulting from 
varying hydrogen-ion concentrations is as described in tables 10 to 
12, and the result shows the same tendency as the aluminum system. 

The difference between the aluminum and ferric systems in the 
above experiment is pointed out as follows. 

1) The aluminum system showed two isoelectric points, whereas 
the ferric system was isoelectric at one point. But it is supposed 
that the ferric system also shows perhaps the second isoelectric point 
at a lower pH than the lowest pH range in the experiment, because 
the positive charge of flocculates in the ferric system at low pH zone 
was decreasing with depression of the pH value of mixtures. 

2) The isoelectric pH of the aluminum system was always higher 
than that of the ferric system. Hydroxide of aluminum is a stronger 
base and a weaker acid than that of iron. The latter therefore leaves a 
stronger acid residue in various amphoteric complexes. Ferric “ phos- 
phates,” “silicates,” and “silico-humates” therefore show a low isoelectric 
pH because they contain more active H-ions than aluminum complexes. 

3) In the aluminum system flocculations took jplace until low pH 
was reached, whereas in the ferric system a molecular solution having 
an extremely high dispersity at a zone of pH 2.0 to 2.9 appeared. 

In the aluminum system the maximum positive charge took place 
at the point of pH 3.5, while in the ferric system it appeared that it 
occurred at the range of pH 2.0 to 2.9, for at the pH of 2.0 to 2.9 
the molecular high dispersion took place, and at both ends of this 
pH range the positive charge of flocculates was highest. 

B. Relation Between the Composition Ratio of Aluminum or 
Ferric “ silico-humates ” and Hydrogen-ion 
Concentrations 

In the above experiments, the ferric and aluminum system with 
the concentration ratio of Si : A1 or Fe : Humus = 5 : 2.5 : 1 millimols 
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per L. was isoelectrically flocculated at certain hydrogen-ion concen- 
trations. At that point the most desirable flocculation occured, but 
the system became highly dispersible with increasing positive or nega- 
tive charge. Accordingly, the mutual ratio of the quantity of these 
three substances in the flocculate must be changed with the variation 
of hydrogen-ion concentrations of mixtures. 

In order to determine this relationship the next experiment was 
conducted. 


a) Aluminum “ silico-humates ” 

Several of mixtures with varying hydrogen-ion concentrations 
were prepared by the method similar to that in the previous experi- 
ment. 

Since the liquid cannot be removed from the floe without disturb- 
ing the equilibrium, the composition of the floe was determined by 
analyzing the supernatant liquid. 

Silica and alumina were determined by the gravimetric method, 
and for the estimation of humus substances the hydrogen peroxide 
method recommended by Shibuya C62, 63 ’ was applied. 

The results obtained are summarized in the following tables 13 
to 15 and figure 2. 

The quantity of these substances which entered into flocculates 
at various hydrogen-ion concentrations was nearly proportional to the 
flocculation amount in mixtures, although the quantity was different 
among these substances. At the first isoelectric pH, therefore, the 
most favorable flocculation was found and at that pH value all of 
the humus and aluminum added entered into flocculates, while only the 
60 to 70 per cent of the total silica. Thus, the ratio of the flocculated 
silica to the total silica was considerably smaller than that in the 
case of humus, even if the total original quantity of silica in the 
mixture was larger than that of humus. The reason for this is than 
SiOa-ions are strongly displaced by humate-ions, causing the low dis- 
sociation of humate-ions in complexes. That this displacement of SiOs 
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TABLE 13. 

Relation between the degree of flocculation of each constituent and 
pH values of mixtures 
The (Na*SiO*+Na-humate) +AlClr- System 

A. 5.0 millimols AlClj in L. 

B. 10.0 millimols NagSiO* and 2.0 millimols Na-humate in L. 


No. 

Ratio 

of 

floe. 

Cataph. 

y/sec. 

v/cm. 

PH 

Flocculate 

Per cent of floe, 
amt on basis of 
original amount 

SiO* 

A1 2 0, 

ratio 

g. Humus 
m. mol Al 2 O s 

g. Humus 
m.molSi0 2 

Si0 2 

A1 2 0, 

Humus 

1 

65 

4-0.20 

3.2 

1.2 

0.4 

0.4 

13 

20 

59 

2 

65 

4-0.35 

3.3 

12 

0.4 

0.4 

12 

19 

55 

3 

59 

+0.52 

3.3 

12 

0.4 

0.4 

11 

18 

50 

4 

53 

4-1.05 

3.4 

12 

0.4 

0.3 

11 

17 

43 

5 

35 

4-1.75 

3.5 

1.1 

0.3 

0.3 

10 

16 

35 

6 

76 

4-1.51 

3.6 

1.1 

0.3 

02 

18 

26 

51 

7 

100 

+0.30 

4.7 

1.2 

0.1 

0.1 

62 

95 

83 

8 

100 

+0.10 

5.0 

1.3 

0.1 

0.1 

69 

99 

98 

9 

100 

—0.09 

5.4 

1.3 

0.1 1 

0.1 

69 

99 

98 

10 

100 

-0.34 

5.6 

1.4 

0.1 

0.1 

68 

95 

83 

11 

94 

-0.50 

5.8 

1.3 

0.1 I 

0.1 

63 

87 

82 

12 

76 

-0.55 

6.0 

1.3 

cu 

0.1 

54 

75 

59 

13 

38 

-0.83 

6.6 

1.3 

0.1 1 

0.1 

25 

35 

30 

14 

0 


7.9 

0.0 

0.0 1 

0.0 

0 

0 

0 


TABLE 14. 

Relation between the degree of flocculation of each constituent and 
pH values of mixtures 
The ( Na 2 SiO t + A1C1 ,j + Na-humate— System 

A. 2.0 millimols Na-humate in L. 

B. 10.0 millimols Na 2 SiO { and 5.0 millimols A1C1$ in L. 


No. 

Ratio 

of 

floe. 

Cataph. 

y sec. 

V/cm. 

PH 

Flocculate 

Per cent of floe, 
amt. on basis of 
original amount 

Si0 2 

A1 2 0; 

ratio 

g. Humus 

g. Humus 

SiOg 


m.mol A1 2 Oi 

m. mol Si0 2 



3 

54 

-0.68 

22 

0.1 

0.4 

4.1 

, 1 

28 

73 

4 

57 

-0.40 

27 

0.3 

0.4 

1.5 

1 3 

29 

78 

5 

60 

±0.00 

3.0 

0.3 

0.4 

1.0 

l 5 

32 

80 

6 

57 

+0.35 

3.2 

0.3 

0.4 

1.0 

1 5 

32 

80 

7 

43 

+0.81 

3.4 

0.3 

0.3 

1.0 

1 4 

27 

78 

8 

40 

+ 1.50 

3.6 

0.3 

0.3 

1.0 

3 

29 

79 

9 

71 

+1.15 

3.8 

1.0 

0.3 

0.4 

17 

36 

91 

10 

86 

+0.80 

3.9 

0.8 

02 

0.2 

25 

72 

93 

11 

91 

+0.65 

4.1 

1.0 

02 

0.2 

41 

87 

94 

12 

100 

+0.14 

5.0 

1.3 

0.1 

0.1 

62 

99 

100 

13 

100 

! —0.58 

6.0 

1.3 

0.1 

0.1 

50 

87 

97 

14 

71 

-0.68 

62 

1.3 

0.1 

0,1 

47 

83 

83 

15 

51 

-1.02 

6.4 

1.3 

0.1 

0.1 

43 

72 

70 

16 

24 

— L16 

* 6,8 

1.3 

0.1 

* 0.1 

21 

36 

36 

17 

trace 

-1.85 

6.9 







18 

0 



0.0 

0.0 

0.0 

0 

0 

0 
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TABLE 15. 

Relation between the degree of flocculation of each constituent and 
pH values of mixtures 
The (Na-humate+AlClij +Na 2 SiO.* — System 

A. 10.0 millimols NajSiOj in L. 

B. 2.0 millimols Na*humate and 
5.0 millimols AlClj in L. 


No. 

Ratio 

of 

fioc. 

Cataph. 
y/ sec. 
v/cm. 

pH 

Flocculate 

Per cent of floe, 
amt on basis of 
original amount 

Si0 2 

ai 2 o { 

ratio 

g. Humus 
m.molAl 2 0 *j 

g. Humus 
m. mol Si0 2 

Si0 2 

i 

A1 2 0 i 

Humus 

6 

63 

! —0.20 

2.9 

0.3 

0.4 

1.6 

3 

28 ! 

69 

7 

66 

+0.05 

3.0 

03 

0.4 

1.0 

4 

30 

1 75 

8 

63 

+0.25 

3.1 

0.3 

0.4 

1.0 

4 

29 

| 73 

11 

51 

+ 1.62 

3.2 

0.3 

1 0.4 

1.0 

3 

29 

i 73 

12 

37 

+1.70 

3.3 

0.3 

I 0.4 

1.0 

3 

27 

! 70 

13 

29 

+ 1.76 

3.5 

0.3 

1 0.4 

1.0 

3 

26 

j 68 

15 

46 

+1.23 

3.6 

03 

| 0.4 

1.0 

5 

32 | 80 

16 

74 

+1.07 

4.0 

1.0 

0.4 

0.4 

17 

38 

{ 90 

17 

94 

+ 1.02 

4.2 

1.0 

02 

0.3 

30 

75 

93 

18 

97 

+0.93 

4,4 

1.2 

0.2 

02 

55 

95 

97 

19 

100 

+0.27 

4.7 

1.3 

0.2 

0.1 

62 

98 

99 

20 

100 

±0.00 

5.2 

1.3 

0.2 

0.1 

65 

100 

99 

21 

100 

-0.41 

5.9 

1.3 

0.1 

0.1 

60 

97 

97 

22 

51 

-0.60 

6.4 

1.3 

0.1 

0.1 

27 

52 

i 50 

23 

20 

-0.98 

6.8 

1.3 

0.1 

0.1 

10 

16 

! 15 

24 

0* 


7.1 

0.0 

0.0 

0.0 

0 

0 

0 


by humus takes place in nature has been shown by the work of 

Tamm <70) . 

On the other hand, at the second isoelectric point the proportion 
of the flocculated substances to their original amount was very much 
lower than that of the first isoelectric point. Namely, at this point 
was fixed 4 to 5 per cent of silica, 30 per cent of aluminum and 70 
to 80 per cent of humus. 

In mixtures having a higher hydrogen-ion concentration the quan- 
tity of the silica which was fixed in flocculates was noticeably lower 
than that of the humus. It perhaps depends upon the fact that humus 
has a higher colloidality in comparison with silica. 

It will be noted that aluminum (iron also) appeared in the solu- 



26 Hideaki Saeki 



Relation between the degree of flocculation of each constituent 
and pH values of mixtures. (Aluminum “silico humates”) 


tion in increasing quantities with lowering of the pH, but it is doubt- 
ful whether they dissociate as free metal cations. Mattson *• 391 has 
supposed the possibility of the existence of some complex cation of 
aluminum with silicon. 

The silica-alumina ratio of the flocculate showed higher value 
with increasing of the pH, and at the first isoelectric point the com- 
position ratio of the flocculate was of (Si0 2 )i.s-(Al 2 0 9 )i.<> and at the 
second point (Si0 2 )o.3-(Al 2 0 3 ) l .o. The ratio of A1 2 0 9 (millimol) to humus 
(g) in the flocculate was reversely proportional to the pH value, and 
at the first isoelectric point the ratio was about 0.2 and at the second 
point 0.4. The ratio of Si0 2 (millimol) to humus (g) in the flocculate 
also showed a reversed proportion to the pH value. 
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Although the total amount of humus in the system flocculated 
at the first isoelectric point, it is doubtful whether all the humus 
combined with the flocculate as its component. Mattson has indi- 
cated that in the isoelectric precipitates of ferric or aluminum humates 
free humus exists to some extent.' 41 ' 

The silica, in the higher concentration, shows a tendency to floc- 
culate when sodium silicate is slightly acidified. In a system of low 
dilution of silica, therefore, it is possible that a part of free silica may 
also flocculate together with isoelectric flocculates. This may happen 
in concentrated mixtures which has extraordinarily high silica-alumina 
or silica-humus ratios. 

b) Ferric “ silico-humaies ” 

The results obtained in the ferric system are given in the follow 
ing tables 16 to 18 and figure 3. 

TABLE lfi. 

Relation between the degree of flocculation of each constituent and 
pH values of mixtures 
The (Na 2 SiOi”f Na-humate) -f FeCli — System 

A. 5.0 miilimols FeCl { in L. 

B. 10.0 miilimols Na 2 SiO» and 2.0 miilimols Na-humate in L. 


No. 

i 

Ratio ! 

of 1 
floe. 

! Cataph. 

1 , 

pH 


i 

Flocculate j 

Per cent of floe, 
amt on basis of 
original amount 

y/sec. 

v cm. 

Si0 2 I 
Al 2 Os 
ratio i 

g. Humus 
m.mol Al 2 Oi 

g. Humus | 
m.molSiOs j 

SiOs 

1 

ai 2 oJ 

Humus 

6 

0 


2.5 

0.0 

0.0 

0.0 

0 

0 

0 

7 

15 

+0.98 

3.0 

1.0 

1.1 

1.1 

3 

7 

45 

8 

76 

+0.74 

3.1 

1.1 

0.4 

0.4 

9 

20 

53 

9 

94 

+0.20 

3.7 

12 

0.3 

0.1 

48 

89 

80 

10 

100 

+0.10 

3.8 

1.3 

0.2 

0.1 

58 

98 

96 

11 

100 

-0.35 

4.4 

1.3 

0.2 

0.1 

60 

98 

96 

12 

94 

-0.56 

5.0 

1.3 

02 

0.1 

58 

98 

94 

13 

67 

—0.82 

5.4 

1.3 

0.1 

0.1 

50 

90 

78 

14 

60 

—0.95 

5.8 

1.3 

01 | 

0.1 

40 

72 

62 

15 

22 

-1.25 

6.2 

1.3 

0.1 

0.1 

28 

48 

40 

16 

3 

—1.25 

6.4 

1.3 

0.1 

0.1 

14 

24 

21 

17 

trace 

-1.83 

6.6 







18 

0 


8.0 

0.0 

0.0 

0.0 

0 

0 

0 
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TABLE 17. 

Relation between the degree of flocculation of each constituent and 
pH values of mixtures 
The (NagSiOi-f FeCl { ) +Na*huraate-— System 

A. 2.0 millimols Na-humate in L. 

B. 10.0 millimols Na 2 SiOt and 5.0 millimols FeCI 3 in L. 


No. 

Ratio 

of 

floe. 

Cataph. 

H/sec. 

v/cm. 

pH 

Flocculate 

I 

Per cent of floe, 
amt on basis of 
original amount 

Si0 2 

A1 2 0, 

ratio 

I g. Humus_ 
m. mol AlgO j 

g. Humus 
m.molSiOj 

SiOi 

AljOi 

Humus 

8 

0 


2.9 

0.0 

! o.o 

0.0 

0 

0 

0 

9 

12 

+1.20 

3.0 

02 

| 0.2 

0.9 

3 

37 

46 

11 

45 

+0.85 

3.1 

0.5 

0.2 

0.4 

9 

44 

52 

12 

82 

+0.13 

3.5 

0.6 

0.2 

02 

18 

77 

61 

13 

100 

+0.05 

3.9 

1.3 

, 0-2 

0.1 

66 

99 

99 

14 

97 

-0.10 

4.1 

1.3 

0.2 

0.1 

66 

99 

99 

15 

91 

-0.50 

4.5 

1.0 

I 01 

0.1 

40 

92 

76 

16 

trace 

-1.36 

7.2 







17 

0 


7.5 

0.0 

1 0.0 

0.0 

0 

0 i 

1 0 


TABLE 18. 

Relation between the degree of flocculation of each constituent and 
pH values of mixtures 
The (Na-humate+FeCl ») -f Na 2 SiO $ — Sysiem 

A. 10.0 millimols Na 2 SiO { in L. 

B. 2.0 millimols Na-humate and 
5.0 millimols FeCh in L. 


No. 

Ratio 

of 

floe. 

Cataph. 

H/sec. 

v ( cm. 

pH 

Flocculate 

| Per cent of floe, 
amt. on basis of 
original amount 

SiO* 

AljO, 

ratio 

g. Humus 
m. mol Al 2 Ot 

g.JHumus 
m. mol Si0 2 

Si0 2 

A1 2 0{ 

Humu 

9 

0 


2.9 

0.0 

0.0 

0.0 

0 

1 0 

0 

10 

82 

+0.79 

32 

12 

0.3 

0.3 

48 

1 88 

81 

11 

100 

+0.08 

3.9 

1.3 

0.2 

0.1 

58 

98 

96 

12 

100 

±0.00 

4.0 

1.3 

0.2 

0.1 

62 

100 

99 

13 

100 

-0.28 

4.3 

1.3 

0.2 

0.1 

1 58 | 

98 

98 

14 

68 

-0.50 

4.8 

1.3 

0.2 

0.1 

54 

90 

91 

15 

45 

-0.65 

5.0 

1.3 

02 

0.1 i 

36 

63 

60 

16 

30 

—0.88 

5.4 

1.3 

02 

0.1 

28 

42 

42 

17 

15 

-1.03 

5.7 

1.3 

0.1 

0.1 

20 

25 

20 

18 

9 

-1.15 

6.1 

1.4 

0.1 

0.1 

9 

11 

10 

19 

0 


7.1 

0.0 

0.0 

0.0 

0 

0 

0 
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Fig. 3. 

Relation between the degree of flocculation of each constituent and 
pH values of mixtures. Feme 44 silico humates 99 


The relationship between the amount of these three substances 
which were fixed in the flocculate and the hydrogen-ion concentration 
of the mixture was almost similar to the case of the aluminum system, 
and it showed a steep convex curve as given in the figure 3. 

The silica-iron ratio of the flocculate showed higher value with 
increasing of the pH, and at the isoelectric pH the ratio became 
(SiO 2 )i. 3 -(Fe 2 O 3 )i. 0 . The ratio of Fe 2 0 3 (millimol) to humus (g) in the 
flocculate was reversely proportional to the pH value and at the iso- 
electric pH the ratio was about 0.2. These ratios found in the present 
system were also equal to those of the aluminum. The ratio of Si0 2 
(millimol) to humus (g) in the flocculate also showed a reversed pro- 
portion to the pH. 
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C. Influence of the Concentraton of Silicon, Humus, Aluminum 
and Iron in Mixtures Upon the Formation and Nature 
of Aluminum and Ferric “ ailico-humates ” 

In the preceding experiment the formation and nature of aluminum 
or ferric “ silico-humates ” in mixtures having the concentration ratio 
of Si0 2 :A1 2 0 3 or Fe^ : Humus =5 : 2.5 : 1 millimols was observed. 

In general, however, the nature of amphoteric complexes is in- 
fluenced by the change in concentration ratios among the amphoteloid, 
acidoid and basoid in systems. In the case of aluminum or ferric “silico- 
humates ” also, therefore, their nature must be perhaps influenced by 
the change of mutual ratios of the three constituents in systems. 


a) Aluminum “ silico-humates ” 


The experiment was carried out by mixing varying proportions 
of silicon, humus and aluminum as described in the preceding experi- 
ment. The pH was adjusted to a suitable value by adding sodium 
hydroxide or hydrochloric acid, as the case required, before mixing 
these solutions. 

The proportion of the three constituents in mixtures was varied 


as follows: 

No, 

1 

2 

3 

4 


A1 2 0 8 : Humus 
illimol ratio) 

2.5 : 1 
2.5 : 1 
2.5 : 1 
2.5 : 1 


5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 
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The following subjects were determined by means of the method 
similar to that in the preceding experiment. 

1) Amount of flocculates formed at various pH values. 

2) pH zone of the formation of flocculates. 

3) Cataphoretic relation. 

4) pH values of systems. 

5) Quantity of the three constituents flocculated. 

The results are shown in tables 19 to 29. 

For the sake of convenience in comparing the results obtained, 
these data are summarized in the following figures 4 to 6. 

From these experiments were obtained the following results. In 
all the mixtures with various concentration ratios of the constituents, 
the flocculation occurred at certain hydrogen-ion concentrations, but 


Si : A1 

1.3 2.5 

2.5 2.5 

5 2.5 

10 2.5 


Hum. 'millimols) 

1 

1 

1 

1 



Fig. 4. 

Relation between the electrical charge and the degree of flocculation 
of mixtures with various ratios of constituents. 
(Na 2 SiOj+AlCl.i+Na*humate) 


Hum. (millimols! Si : A1 : Hum. (millimols) 
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Relation between the electrical charge and the degree of Relation between the electrical change and the degree of 

flocculation of mixtures with various ratios flocculation of mixtures with various ratios 

of constituents. of constituents. 

(NajSiOj+AlCls+Na-humate; iNa*SiO a +AlCl s +Na-humate) 
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TABLE 19. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiOf : AlgOi : Humus=1.3 : 2.5 : 1 millimols 

A. 2.0 millimols Na*humate in L. 

B. 2.5 millimols Na^SiOj and 
5.0 millimols AlCli in L. 



Soln. 

Soln. B, 
20 cc. 4- 

After mixing 

After a 
few 
hours 

Over night 

Cataph. 


No. 

A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Floe. 

Appear- velocity 

„ min. 

ance 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

F/sec. 

v ; cm. 

pH 

4 

1 

20 

50.0 

HC1 

ppt 

8 

light 

yellow 

ppt 

colorles 

14 

42 

-1.08 

1.5 

2 

20 

20 0 
HC1 

n 

8 


ii 


13 

39 

-0.90 

1.9 

3 

20 

15.0 

HC1 

)> 

7 

n 

ii 

ii 

13 

39 

-0.83 

2.1 

4 

20 

100 

HC1 

n 

8 

ii 

ii 

ii 

15 

45 

-0.71 

2.5 

5 

20 

5.0 

HC1 

n 


ii 

ii 

ii 

16 

48 

-0.60 

3.0 

6 

20 

0.0 

n 


yellow 

ii 

yellow 

12 

36 

4-0.86 

3.5 

7 

20 

2.5 

turbid 


brown 

ii 

light 

brown 

slight 

slight 


3.5 

8 

20 

5.0 

clear 


ii 

clear 

ii 

0 

0 


3.5 

9 

20 | 

10.0 

11 


l » 

ii 

ii 

0 

0 


3.6 

10 

1 

20 i 

15.0 

11 


1 ii 

ii 

ii 

0 

0 


3.7 

11 

20 | 

17 5 

turbid 


ii 

ppt 

ii 

trace 

i trace 


3.8 

12 

20 

20.0 

ppt 


light 

brown 

ii 

yellow 

8 

24 

4-2.08 

3.9 

13 

20, 

, 20.5 

11 


| yellow 

ii 

light 

yellow 

17 

i si 

4-1.80 

4.0* 

14 

20 

21.0 

11 

26 

ii 

ii 

ii 

17 

t 51 

4-1.70 

4.0 

15 

20 

1 21.5 

11 

29 

colorles 

ii 

colorles 

28 

84 

4-1.58 

4.1 

16 

20 

| 22.0 

•> 18 

ii 

i 

ii 

ii 

1 

30 

90 

l 

4-0.51 

5.0 

17 

20 1 

22.5 

11 

15 

' 

ii 


34 

100 

±0.00 

6.4 

18 

20 

23.0 

11 

16 

! light 
yellow 

ii 

! ” 

30 

90 

1 -0.27 

7.1 

19 

20 

23.5 

» 


ii 

ii 

ii 

24 

75 

-0.41 

12 

20 

20 

24.0 

11 


brown 

ii 

brown 

8 

24 

-1.36 

7.6 

21 

20 

: 

25.0 

clear 


ii 

clear 

ii 

0 

0 

! 

7.8 


(Isoelectric pH 6.4 and 3.2) 
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TABLE 20. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiOi : AlfOi : Humus =25 : 2.5 : 1 millimols 

A. 2.0 millimols Na-humate in L. 

B. 5.0 millimols Na*SiOs and 
5.0 millimols A1C1 3 in L. 


No. 

Soln. 

Soln. B, 
20 cc.+ 

After mixing 

After a 
few 
hours 

Over night 

Cataph. 

pH 

A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

Floe. 

velocity 

min. 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

(i/sec. 

v/cm. 

1 

20 

50.0 

HC1 

ppt 


colories 

ppt 

colorles 

13 

39 

I 

-1.20 

1.4 

2 

20 

25.0 

HC1 

n 

20 

ii 

ii 

ii 

13 

39 

-1.10 

1.8 

3 

20 

20.0 

HQ 

it 

18 

ii 

ii 

ii 

13 

39 

-0.91 

1.9 

4 

20 

15.0 

HC1 

11 

13 

ii 

” 

ii 

14 

42 

-0.85 

2.0 

5 

20 

10.0 

HC1 

n 

12 

ii 

ii 

ii 

14 

42 

-0.71 

23 

6 

20 

5.0 

HQ 

ii 

14 

ii 

ii 

ii 

16 

48 

-0.50 

2.6 

7 

20 

0.0 

ii 

9 

ii 

ii 

» 

18 

54 

±0.00 

3.0 

8 

20 

5.0 

ii 


yellow 

ii 

yellow 

7 

21 

+1.58 

3.4 

9 

20 

7.5 

ii 


light 

brown 

ii 

light 

brown 

3 

9 

+2.00 

3.4 

10 

20 

10.0 

ii 


ii 

ii 

ii 

slight 

slight 

+2.12 

3.5 

11 

20 

12.5 

if 


ii 

n 

ii 

3 

9 

+ 150 

as 

12 

20 

15.0 

if 


ii 

if 

ii 

6 

18 

+ 1.76 

a6 

13 

20 

17.5 

it 


ii 

ii 

” 

8 

24 

+ 1.62 

3.7 

14 

20 

20.0 

if 

16 

it 

ii 

ii 

12 

36 

+ 1.16 

3,7 

15 

20 

20.5 

if 

24 

colorle9 

ii 

coJorles 

28 

84 

+ 1.16 

4.0 

16 

20 

21.0 

if 

25 

ii 

n 

ii 

30 

90 

+ 1.02 

4.0 

17 

20 

21.5 

if 

23 

it 

ii 

ii 

33 

100 

+0.83 

4.3 

18 

20 

22.0 

if 

23 

ii 

it 

ii 

33 

100 

+0.53 

4.4 

19 

20 

22.5 

if 

16 

light 

yellow 

ii 

ti 

32 

96 

-0.51 

6.9 

20 

20 

23.0 

if 


brown 

if 

brown 

10 

30 

-1.36 

7.3 

21 

20 

24.0 

clear 


ii 

clear 

ii 

0 

0 


7.4 


(Isoelectric pH 5.7 and 3.0) 
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TABLE 21. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiO* : AljO t : Humus —5 : 2.5 : 1 millimols 

A. 2.0 millimols Na-humate in L. 

B. 10.0 millimols NasSiOj and 

5.0 millimols AlCU in L. 


- J — " 





After a 








Soln. 

Soln. B f 

After mixing 

few 


Over night 


Cataph. 


No. 


20cc.+ 



hours 






A 

NaOH 


Floe. 

Color of 


Color of 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

{i, sec. 

PH 


cc. 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

velocity 

min. 

5 cm. 

super- 

natant 

liquid 

Appear- 

ance 

super- 

natant 

liquid 

V;cm. 

1 

20 

50.0 

HC1 

ppt 


light 

yellow 

ppt 

colorles 

14 

42 

-1.36 

1.5 

2 

20 

35.0 

HC1 

v 

6 

17 

77 

17 

14 

42 

-1.25 

1.7 

3 

20 

30.0 

HC1 

V 

7 

77 

17 

77 

15 

45 

-1.12 

1.7 

4 

20 

25.0 

HCI 

” 

10 

77 

77 

77 

16 

48 

-1.04 

1.8 

5 

20 

20.0 

HCI 


12 

II 

17 

77 

16 

48 

-0.94 

2.0 

6 

20 

150 

HCI 

» 

19 

77 

77 

77 

19 

57 

— (k66 

22 

7 

20 

10.0 

HCI 

n 

15 

77 

77 

77 

19 

57 

-0.68 

2.6 

8 

20 

5.0 

HCI 

n 

7 

77 

77 

77 

21 

63 

±0.00 

3.0 

9 

10 

20 

20 

0.0 

2.5 

ii 

ii 

7 

77 

light 

brown 

17 

>7 

light 

yellow 

yellow 

21 

14 

63 

42 

+0.84 

+1.06 

3.4 

3.4 

11 

20 

5.0 

ii 


77 

77 

17 

13 

39 

+ 1.36 

| 3.5 

12 

20 

7.5 

71 


II 

77 

77 

12 

36 

+ 1.54 

1 3.5 

13 

20 

10.0 

71 


17 

77 

light 

brown 

11 

33 

+ 1.80 

J 3.5 

14 

■ 

20 

15.0 

77 

16 

light 

yellow 

77 

light 

yellow 

18 

54 

+1.30 

3.7 

15 

20 

16.5 

71 

20 

colorles 

77 

colorles 

26 

78 

+1.23 

3.7 

16 

20 

17.0 

77 

20 

ii 

17 

77 

27 

81 

+1.10 

3.8 

17 

20 

17.5 

77 

22 

77 

71 

77 

32 

96 

+ 1.02 

3.8 

18 

20 

18.0 

II 

20 

77 

77 

77 

31 

93 

+0.84 

3.9 

19 

20 

18.5 

II 

20 

77 

17 

77 

32 

96 

+0.63 

4.2 

20 

20 

19.0 * 

71 

18 

77 

71 

71 

34 

100 

+0.32 

4.5 

21 

20 

19.5 

II 

19 

II 

77 

II 

34 

100 

-0.09 

5.4 

22 

20 

20.0 

71 

16 

17 

77 

>1 

34 

100 

-0.49 

5.8 

23 

20 

20.5 

II 

8 

light 

brown 

17 

light 

brown 

19 

57 

-0.54 

6.3 

24 

20 

21.0 

71 


17 

77 

ii 

14 

42 

-0.84 

6.6 

25 

20 

22.5 

tutf>id 


brown 

II 

brown 

slight 

slight 

-2.15 

6.9 

26 

20 

25.0 

clear 


77 

clear 

77 

0 

0 


j 7.6 


(Isoelectric pH 5.2 and 3.0) 
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TABLE 22. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiO* : AlgO i : Humus = 10 : 2J5 : 1 millimols 

A. 2.0 millimols Na-humate in L. 

B. 20.0 millimols NasSiOs and 

5.0 millimols AlCfe in L. 


Soln. 
No. A 


Soln. B, 
20 cc.-f 
NaOH 
milli- 
mols 


ni ici a 

After mixing few 

hours 

Floe. Color of . 

Appear- velocity super- Appear- 
ance n at ant ance 

5 cm. l iqutd 

ppt yellow ! ppt 


Over night 

C s°uoer 0fHeight Rati0 
®“ p ® r , of floe, of 
nstdnt 

liquid mm ' floc ' 


Cataph. 
ji/sec. pH 
v/cm. 


10 20 
11 20 


| colorlesj 

” I 


12 

20 

25.0 

>7 ( 13 

77 

„ 

77 

34 

85 

3 

0 

13 

20 

26.5 

77 16 

77 

» 

77 

36 

90 

2. 







1 




14 

20 

27.0 

77 

16 

77 

77 

77 

37 

93 

■n 

15 

20 

27.5 

77 

15 

77 

” 

77 

37 

93 


16 

20 

28.0 

” 

16 

77 

77 

77 

37 

93 


17 

20 

285 


19 

77 

77 


39 

98 


18 

20 

29.0 


19 

77 

77 


40 

100 


19 

! 20 

29.5 


20 

77 

77 

77 

40 

100 

1 


20 

20 

30.0 

„ 

24 

77 

77 

77 

40 

100 


21 

20 

30.5 


20 

77 

77 

77 

40 

100 



22 1 

20 

31.0 

77 

18 

' 77 

77 


40 

100 

+0.35' 

23 

20 

| 32.5 

77 

22 

77 

77 

77 

37 

93 

- 

0.27 

24 

20 

| 34.5 

77 


brown 

77 

brown 

15 

38 

- 

1.62 

25 

. 20 

35.0 

turbid 


77 

77 

77 

trace 

trace 



-colorles 14 

» 14 


(Isoelectric pH 42) 
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TABLE 23. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiO* : AI2O i : Humus=5 : 0.6 : 1 millimols 

A. 2.0 millimols Na-humate in L. 

B. 10.0 millimols Na2SiOt and 

1.3 millimols AlCl t in L. 


Jtssss 





After a 





— 


Soln. 

Soln. B, 

After mixing 

few 

Over night 


Cataph. 




20cc.+ 



hours 






No. 

A 

NaOH 


Floe. 

Color of 


Color of 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

H sec. 

pH 


cc. 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

velocity 

min. 

5 cm. 

super- 

natant 

liquid 

Appear- 

ance 

super- 

natant 

liquid 

v cm. 


1 

20 

50.0 

HC1 

ppt 


light 

yellow 

ppt 

colories 

12 

52 


1.4 

2 

20 

25.0 

HC1 

» 

8 

»» 

tt tt 

12 

- 


1.6 

3 

20 

20.0 

HC1 

)> 

9 


tt ^ tt 

12 

52 



4 

20 

15.0 

HCi 

tt 

10 

tt 

| 

tt v 

12 

52 



5 

20 

10.0 

HCI 

n 

15 

tt 

1 

tt | tt 

12 

52 



6 

20 

5.0 

HCI 

” 


tt 

tt 1 » 

12 

52 

O 

22 

7 

20 

0.0 

„ 


tt 

v »> 

13 

57 

% 

ft! 

2.7 

8 

20 

2.5 

tt 

10 

colories 

it | tt 

17 

77 

«T 

3.4 










0 


9 

I 

20 

3.5 

tt 

6 

” 1 

tt | tt 

17 

77 

r^ 

sr 


10 

20 , 

4.0 

„ 

1 

10 

„ ! 

1 

tt tt 

1 

18 

82 

n 


11 

1 

20 ] 

4.5 

1 

tt 1 

8 

1 

tf 

tt | tt 

18 

82 



12 

20 

5.0 

tt 

10 1 

1 * 

1 

tt j tt 

19 

87 


3.7 

13 

20 

5.5 

it 

10 | 

tt 

• 


22 

92 



14 

20 

6.0 

tt 

12 

tt 

it 

jy 

: 

22 

92 



15 

20 

6.5 

ft 

12 

»» 

tt 

tt 

22 

92 



16 

20 

7.0 

tt 

12 

ft 

v 


1 

22 

92 

+0.10 

3.8 

17 

20 

7.5 

ft 

12 

tt 

tt 

v 

23 

100 ! 

±0.00 

3.9 

18 

20 

8.0 

ft 

14 

tt 

tt 

jf 

23 

100 1 

—0.40 

4 2 

19 

20 

8.5 

tt 


light 

brown 

tt 

light 

brown 

10 

1 

42 


5.1 

20 

20 

10.0 

clear 


brown 

clear 

brown 

0 

0 


6.0 


(Isoelectric pH 3.9) 
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TABLE 24. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiO* : AlfO t : Humus ==*5 : 1.3 : 1 millimols 

A. 2.0 millimols Na-humate in L. 

B. 10.0 millimoU NatSiOs and 

2.5 millimols AICI4 in L. 


No. 

Soln. 

Soln. B, 
20 cc.+ 

After mixing 

After a 
few 
hours 

Over night 

Cataph. 

H/sec. 

v/cm. 

pH 

A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

| Floe, 
velocity 
mim 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

1 

20 

50.0 

HQ 

ppt 


light 

yellow 

ppt 

colorles 

12 

42 


1.4 

2 

20 

25.0 

HC1 

It 


tt 

a 

it 

13 

46 

S 

8i. 

1.7 

3 

20 

20.0 

HC1 

it 


a 

tt 

a 

13 

46 

to* 

a 

o 


4 

20 

15.0 

HC1 

ft 


tt 

tt 

it 

13 

46 

o 

ST 

a> 


5 

20 

10.0 

HC1 

ft 


it 

a 

tt 

14 

50 



6 

20 

5.0 

HC1 

ff 


a 

it 

tt 

15 

54 

+0.41 

2.3 

7 | 

20 

0j0 

ft 

6 

tt 

” 

a 

16 

58 

+0.41 

3.1 

8 

20 

5.0 

tt 

10 

colorles 

tt 

tt 

23 

82 

+0.68 

3.6 

9 

20 

7.5 

it 

9 

it 

a 

tt 

25 

89 

| +0.74 

3.7 

10 

20 

10.0 

tt 

10 

ft 

tt 

tt 

26 

93 

+0.51 

3.8 

11 1 

20 

10.5 

ft 

11 

tt 

a 

tt 

27 

97 

+0.46 

3.8 

12 , 

20 

I 

11.0 

tt 

12 

ft 

tt 

a 

28 

100 

+0.44 

3.9 

13 1 

20 

11.5 

tt 

11 

it 

a 

tt 

28 

100 

+0.40 

3.9 

14 i 

20 

12.0 

tt 

10 

tt 

M 

tt 

28 

100 

±0.00 

4.1 

15 

20 

12.5 

tt 

11 

it 

it 

tt 

28 

100 

-0.98 

4.2 

16 

20 

13.0 

V 


yellow 

tt 

yellow 

14 

50 

-1.76 

5.4 

17 

20 

13.5 

tt 


tt 

tt 

tt 

10 

34 

-2.00 

5.6 

18 

20 

15.0 

clear 


light 

brown 

clear 

light 

brown 

0 

0 


62 


Isoelectric pH 4.1) 
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TABLE 25. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiOj : AljO \ : Humus =5 : 5 : 1 millimols 

A. 2.0 millimols Na-humate in L. 

B. 10D millimols NajSiOi and 
10.0 millimols AlCi* in L. 



■ 




After a 






— 


Soln. 

Soln. B, 

After mixing 

few 


Over night 


Cataph. 


No. 


20 cc.+ 



hours 





PH 

A 

NaOH 


Floe. 

Cnlnr nf 


Color of 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

F/sec. 


cc. 

milli- 
i mols 

Appear- 

ance 

velocity 

min. 

5 cm. 

super- 

natant 

liquid 

Appear- 

ance 

super- 

natant 

liquid 

v/cm. 

1 

20 

50.0 

HC1 

ppt 

8 

light 

yellow 

ppt 

colories 

10 

20 

-1.15 

1.5 

2 

20 

25.0 

HC1 

n 

14 

it 

a 

tt 

11 

22 

-OBI 

1.9 

3 

20 

20.0 

HC1 

a 


tt 

it 

” 

13 

26 

-0.70 

2.1 

4 

2Q 

15.0 

HC1 

a 


tt 

tt 

tt 

15 

30 

-0.45 

2.4 

5 

20 

10.0 

HC1 

it 


it 

tt 

tt 

16 

32 

±0.00 

3.0 

6 

20 

5.0 

HC1 

it 


tt 

tt 

light 

yellow 

14 

28 

+1.36 

3.2 

7 

20 

0.0 

it 


yellow 

tt 

yellow 

9 

19 

+1.50 

3.3 

8 

20 

5.0 

it 


tt 

v 

tt 

8 

16 

+1.62 

3.3 

9 

20 

10.0 

it 


light 

brown 

tt 

light 

brown 

slight 

slight 



10 

20 

12.5 

turbid 


brown 

” 

” 

trace 

trace 


3.4 

11 

20 

15.0 

a 


it 

v 

” 

tt 

it 



12 

20 

17.5 

it 


it 

a 

tt 

it 

tt 

i 

a4 

13 

20 

1 20.0 

PPt , 


light 

brown 

v | 

1 ff 
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a4 

14 

20 

' 25.0 

! 

» 1 

i 


tt 

tt i 

tt 

4 

8 



15 

20 

30.0 

» i 


it 

tt 

tt 

5 

10 

+2.50 

36 

16 

20 

35.0 

tt 

32 

tt 

tt 

it 

15 

30 

+2.40 


17 

20 

37.5 

it 

63 

light 

yellow 

v 

light 

yellow 

23 

46 

+2.21 

3.9 

18 

20 

38.5 

a 

64 

tt j 

tt 

tt 

29 

58 

+2.03 


19 , 

20 

39.0 

it 

54 

tt J 

a 

tt 

35 

70 

+1.91 

4.i 

20 j 

20 

39.5 

a 

47 

colories 

a 

colorles 

36 

76 

+1.19 


21 I 

20 

j 40.0 

tt 

36 

tt 

tt 

1 „ 

40 

80 

+0.58 

4.1 

22 i 

20 

40.5 

it 

40 

tt 

» 1 

tt 

45 

90 

+0.14 

43 

23 1 

20 

41.0 

tt 

31 

tt 

tt 

it 

50 

100 

| +0.10 

5.1 

24 ! 

20 

41.5 

it 

25 

it 

tt 

v 

50 

100 

±0.00 

62 

25 1 

20 

42.5 

tt 

37 

n 

it 

it 

50 

100 

-0.68 

6.7 

26 

20 

45.0 

tt 

6 

brown 

tt 

light 

brown 

20 

40 

— L3 6 

73 

27 

20 

47.5 

tt 


a 

tt 

brown 

10 

20 

— 1j80 

73 

28 ; 

20 

50.0 

clear 


a 

\ 

a 

a 

trace 

trace 


8.1 


Isoelectric pH 6.2 and 3.0' 
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TABLE 26. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiOs : AI2O3 : Humus =5 : 2.5 :0.3 millimols 

A. 0.5 millimol Na-humate in L. 

B. 10.0 millimols NajSiOs and 

5.0 millimols A1C1 :{ in L. 


— 

1 

1 



After a 








Soln. Soln. B, 

After mixing 

few 


Over night 


Cataph. 


No. 


20cc.-f 



hours 





y/sec. 

pH 

A 

NaOH 


Floe. 

Color of 


Color of 



• 

cc. 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

velocity 

min. 

5 cm. 

super- 

natant 

liquid 

Appear- 

ance 

super- 

natant 

liquid 

Height I Ratio 
of floe. 1 of 
mm. 1 floe. 

v/cm. 


1 

20 

50.0 

HCl 

turbid 


yellow 

ppt 

colories 

slight 

slight 


1.4 

2 

20 

25.0 

HCl 

ppt 


light 

yellow 

it 

ti 

it 

a 



3 

20 

20.0 

HCl 

ti 


if 

it 

11 

tt 

it 


1.8 

4 

20 

15.0 

HCl 

11 


a 

it 

tt 

tt 

” 



5 

20 

10.0 

HOI 

11 


v 

it 

it 

v 

a 



6 

20 

5.0 

HCl 

ft 


if 

it 

tt 

a 



2.4 

7 

20 

4.5 

HCl 

11 


if 

tt 

it 

tt 

” 



8 

20 

1.5 

HCl 

91 


19 

tt 

tt 

tt 

” 



9 

20 

1.0 

HCl 

11 


11 

11 

it 

it 

- 



10 

20 

0.5 

HCl 

11 


If 

it 

tt 

tt 




11 

20 

0.0 

11 


If 

if 

it 

a 



3.3 

12 

20 

1.0 

11 


11 

it 

tt 

„ 



3.3 

13 

20 

2.0 

11 


If 

ii 

tt 

6 

18 

—0.83 

3.4 

14 

20 

3.0 

11 


If 

it 

ft 

7 

21 

-0.50 
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15 

20 

4.0 

11 


If 

it 

it 

8 

24 

-0.28 
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16 

20 

4.5 

11 


If 

it 

ft 

9 

27 

±0.00 

3.5 

17 

20 

5.0 

11 


yellow 

it 

it 

6 

18 

+0.42 

as 

18 

20 

10.0 

turbid 


if 

it 

yellow 

slight 

slight 

+1.70 


19 

20 

15.0 

11 


it 

it 

it 

a 

a 

+2.05 

3.6 

20 

20 

20.0 

clear 


light 

yellow 

clear 

light 

yellow 

0 

0 


3.7 

21 

20 

22.5 

ppt 


tt 

ppt 

it 

8 

24 

+ 1.85 

3.8 

22 

20 

23.5 

11 

4 

colories 

it 

colorles 

16 

49 

+1.73 


23 

20 

24.0 
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4 

tt 

it 

it 

20 
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+ 1.53 

3.9 

24 

20 

24.5 

11 

7 

ti 

it 

it 

26 

80 

+1.27 


25 

20 

25.0 

a 

7 

it 

it 

it 

25 
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+0.96 
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20 

25.5 

>1 
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it 

tt 

it 

27 

83 

+0.72 

4.1 

27 

20 

26.0 

11 

7 

tt 

tt 

it 

30 

100 

+0.25 

4.8 

28 

20 

26.5 

11 

6 
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ti 

11 

30 

100 

+0.14 

5.5 
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20 

27.5 

if 


light 

yellow 

tt 

light 

yellow 

15 

46 
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30 
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clear 


tt 

turbid 

it 

0 

0 
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tf 
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clear 
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(Isoelectric pH 5.7 and 3.5) 
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TABLE 27. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiO* : AljCh : Humus =5 : 2.5 : 0.5 millimols 

A. 1.0 millimol Na-humate in L. 

B. 10.0 millimols NajSiOt and 

5 0 millimols A1C1 ( in L. 


No. 

Soln. 

Soln. B, 
20cc.+ 

After mixing 

After a 
few 
hours 


Over night 

j 

Cataph. 

i 

PH 

A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

Floe. 

velocity 

min. 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 'Ratio t 
of floe. Of | 
mm. floe. 1 

sec. 

v cm. 

1 

20 

50.0 

HC1 

ppt 


colories 

ppt 

colorles 

5 

20 


1.5 

2 

20 

25.0 

HC1 

jt 


77 


77 

6 

24 

-1.15 

1.8 

3 

20 

20.0 

HC1 

» 


77 

77 

77 

6 

24 

-0.99 

1.9 

4 

20 

15.0 

HC1 

» 


77 

” 

ft 

7 

28 

-0.87 

2.0 

5 

20 

10.0 

HCI 

» 


77 

77 


7 

28 

-0.85 

22 

6 

20 

5.0 

HCI 

77 


77 

77 


8 

32 

-0.81 

2.5 

7 

20 

0.0 

tt 


77 

77 


9 

36 

-0.55 

3.3 

8 

20 

5.0 

ft 



77 

tt 

15 

60 

±0.00 

3.5 

9 

20 

10.0 

ft 


yellow 

I ” 

yellow 

8 

32 

+0.62 

3.6 

10 

20 | 

1 

12.5 

turbid 


' light 
brown 

77 

brown trace 

trace 

+2.40 

3.7 

11 

20 

15.0 



77 

1 ” 

77 

slight 

slight 

+2.30 

3.7 

12 

20 

20.0 

PPt 


light 

1 yellow 

‘ 77 

light 

yellow 

13 

52 

+2.00 

3.8 

13 

20 

21.5 

77 

3 

1 v 

77 

” 

16 

64 

+ 1.62 


14 

20 

22.0 

77 

2 

tt 

77 

” 

16 

64 

+ 1.36 

3.9 

15 

20 

22.5 

ft 

5 

colorles 

1 ” 

colorles 21 

84 

+ 1.16 


16 

20 

23.0 

77 

8 

77 

1 

77 

77 

23 

92 

+ 1.02 

4.0 

17 

20 

23.5 

77 

10 

77 

1 77 

1 

” 

23 

92 

+0.84 

4.4 

18 

20 

24.0 

77 

12 

77 

! 77 

77 

25 

100 

+0.68 

5.0 

19 

20 

24.5 
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11 
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±0.00 
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20 

21 

20 

| 20 

25.0 
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ft 

ft 
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yellow 
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6.0 
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20 

29.0 

clear 
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1 0 
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(Isoelectric pH 5.5 and 3.5) 
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TABLE 2A 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiOg : AlgO ( : Humus«*5 : 2.5 : 2 millixnols 

A. 4.0 miliimols Na-humate in L. 

B. 10.0 miliimols NagSiO* and 

5.0 miliimols AlClt in L. 


No. 

Soln. 

1 

A 

cc. 

1 

Soln. B, 
20 cc.+ 
NaOH 
milli- 
1 mols 

After mixing 

After a 
few 
hours 

Over night 

Cataph. 

y/sec. 

v/cm. 

PH 

Appear- 

ance 

| Floe, 
■velocity 
min. 

1 5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

1 

20 

50.0 

HC1 

ppt 

44 

light 

yellow 

ppt 

colorles 

22 

49 

-1.36 

1.5 

2 

20 

25.0 

HC1 

tt 

68 

tt 

it 

it 

24 

53 

-0.84 

1.9 

3 

20 

20.0 

HC1 

11 

26 

it 

tt 

it 

22 

49 

-0.41 

2.0 

4 

20 

15.0 

HC1 

tt 

54 

tt 

” 

a 

27 

58 

-0.20 

2.1 

5 

20 

10.0 

HC1 

tt 

31 

a 

» 

a 

33 

73 

-0.17 

2.3 

6 

20 

5.0 

HQ 

tt 

28 

tt 

it 

it 

33 

73 

+0.20 

2.7 

7 

20 

2.5 

HC1 

tt 

20 

tt 

a 

tt 

33 

72 

+0.27 

2.9 
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20 

0.0 

tt 

37 

colorles 

tt 

tt 

33 

72 

+ 1.02 

3.3 

9 

20 

2.5 

tt 

20 

t> 

tt 

it 

32 

71 

+1.50 

3.3 

10 

20 

4.0 

tt 

24 

it 

t> 

tt 

32 

71 

+1.60 

3.4 

11 

20 

5.0 1 

tt 

24 

tt 

tt 

it 

32 

71 

+ 1.76 

3.5 

12 1 

20 

6.0 1 

tt 

20 

a 

a 

tt 

32 

71 

+ 1.70 

3.5 

13 1 

20 | 

7.5 , 

tt 

25 

tt 

tt 

tt 

33 

73 

+1.70 

3.6 

14 

20 1 

10.0 j 

tt 

28 

it 

a 

,, 

33 

73 

+1.60 

3.6 

15 1 

20 

15.0 

tt 

30 

tt 

a 

it 

35 

78 

+1.58 

3.6 

16 1 

20 

17.0 

tt 

37 

it 

tt 

ii 

36 

80 

+1.54 

3.8 

17 1 

20 

18.0 

tt 

32 

tt 

it 

tt 

36 

80 

+1.36 

3.8 

18 

20 

19.0 

tt 

31 

a 

a 

it 

37 

82 

+1.36 

3.8 

19 

20 

20.0 

tt 

36 

tt 

tt 

tt 

37 

82 

+1.36 

3.9 

20 

20 

21.0 . 

tt 

28 

it 

n 

tt 

40 

89 

+0.27 

4.0 

21 

20 

2L5 

it 

33 

tt 

n 

tt 

45 

100 

±0.00 

4*4 

22 j 

20 

22.0 

n 

40 

it 

a 

tt 

43 

95 

-2.10 

62 

23 j 

20 

25.0 

tt 


brown 

tt 

brown 

slight 

slight 

-2.80 

6.9 

24 1 

20 

27.5 

a 



tt 

tt 

t> 

” 


6.9 

25 

20 

30.0 

clear 


n 

clear 

" ! 

0 

0 1 

: 

7.6 


Isoelectric pH 4.4 and 2.5) 
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TABLE 29. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiO* : AljO $ : Humus=5 : 2.5 : 4 millimols 

A. 8.0 millimols Na-humate in L. 

B. 10.0 millimols NasSiOs and 

5.0 millimols AlCl* in L. 


No. 

Soln. 

Soln. B, 
20cc.± 

After mixing 

After a 
few 
hours 

Over night 

Cataph 

pH 

1 

1 

A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

Floe. 

velocity 

min. 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

^suoer-* HeiBht 

Il- 
liquid i mm - 

Ratio 

of 

floe. 

p/sec. 

v'em. 

1 

20 

50.0 

HC1 

ppt 

290 

light 

yellow 

ppt 

light 

yellow 

47 

80 

i 

| 1.6 

2 

20 

35.0 

HC1 

» 

320 

it 

it 

tt 

51 

86 


1 1.7 

3 

20 

25.0 

HC1 

a 

270 

tt 

a 

tt 

53 

90 

-0.84 

2.0 

4 

20 

20.0 

HC1 

it 

360 

” 

it 

tt 

55 

93 

-0.41 

1 21 

5 

20 

15.0 

HC1 

it 

830 

it 

a 

tt 

58 

98 

±0.00 

2.3 

6 

20 

10.0 

HC1 

It 

330 

it 

tt 

tt 

57 

97 

±0.201 2.6 

7 

20 

50 

HCI 

V 

200 

tt 

tt 

it 

55 

93 

+0.87 

3.0 

8 

20 

0.0 

tt 

104 

tt 

it 

tt 

52 

88 

±1.58 

3.5 

9 

20 

25 

it 

86 

colorles 

tt 

colorles 

55 

93 

±1.48 

3.6 

10 

20 

5.0 

it 

65 

” 

tt 

tt 

55 

93 

±1.32 

3.7 

11 

20 | 

7.5 

it 

55 

i 

a 

tt 

tt 

52 

88 

±1.28 

3.7 

12 

20 j 

10.0 

tt 

57 

a 

z 

n 

55 

93 

±1.07 

3.7 

13 

20 

12.5 

tt 

73 1 

a 

it 

tt 

57 

97 

+1.02 

3.8 

14 

20 

14.0 

tt 

73 | 

tt 

tt 

tt 

57 

97 

±0.77 

3.8 

15 

20 

15.0 

it 

63 

tt 

n 

a 

57 

97 

±0.23 

3.9 

16 

20 

15.5 

tt 

76 1 

v 

it 

i » 

57 

97 

±0.14 

3.9 

17 

20 

16.0 

tt 

67 1 

tt 

it 

it 

59 

100 

±0.00 

4.0 

18 

20 

16.5 

tt 

59 

tt 

«* 

tt 

57 

97 

-0.04 

42 

19 1 

20 

17.0 

tt 

« ; 

it 

tt 

tt 

56 

95 

-0.14 

42 

20 

i 

20 

17.5 

tt 

70 

a 

t» 

a 

56 

95 

-1.02 

4.4 

21 ' 

20 

18.0 

tt 

57 

a 

a 

it 

58 

98 

-1.70 

5.5 

22 i 

20 

20.0 

tt 

78 

yellow 

tt 

yellow 

43 

73 

-1.76 

6.6 

23 

20 

25.0 | 

tt 


brown 

tt 

brown 

13 

22 

-2.05 

7.2 

24 

20 

27.5 ! 

1 

clear 


v 

clear 

n 

0 

0 


7.8 


Isoelectric pH 4.0 and 2.3} 
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the pH zone of the formation of floccurates was modified by the 
concentration ratio of these constituents. With increasing of the concen- 
tration of silicon and humus the pH zone of the flocculation lowered 
clearly, while the increase of aluminum brought the pH zone up to 
a higher pH. In other words, the higher the acidoid-amphoteloid 
ratio the lower is the pH zone of the flocculation. It is indicated, 
therefore, that the flocculate with lower acidoid-amphoteloid ratio is 
more soluble at a high pH. 

Concentration ratios of the constituents in mixtures modified not 
only the pH zone of the flocculation, but also changed the isoelectric 
pH. The introduction of the humate and silicate, of course, lowered 
the isoelectric point of flocculates because of the addition of the 
electronegative componets humus and silicon, whereas the augmen- 
tation of the aluminum -acidoid ratio increased the isoelectric pH of 
the flocculates. 

The influence of the concentration ratio of these constituents upon 
the isoelectric point of flocculates is briefly summarized in table 30. 


TABLE 30. 

The concentration ratio and the isoelectric pH 


No. 

Si (>2 : A^Oa : Humus 
(millimol ratio; 

1st isoelec. pH 

2nd isoelec. pH 

1 


1.3 

25 

1 

t 6.4 

t 

3.2 

2 


2.5 

2.5 

1 


5.7 

3.0 

3 


5 

2.5 

1 


5.2 

3.0 

4 


10 

2.5 

1 


4.2 


5 

5 

0.6 

1 


3.9 


6 

5 

13 

1 


4.1 


7 

5 

2.5 

1 


5.2 


3.0 

8 

5 

5 

1 

*1 

to 

-— ► 

i 3.0 

9 

5 

2.5 

0.3 

t 5.7 


3.5 

10 

5 

2.5 

03 


5.5 


3.5 

11 

5 

2.5 

1 


53 


3.0 

12 

5 

• 2.5 

2 


4.4 


2.5 

13 

5 

2.5 \ 

t 4 


4.0 

2.3 
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Accordingly, it can be said that the higher acidoid-amphoteloid 
ratio shows the lower isoelectric point of the flocculate in mixtures. 
The reason for this, as above mentioned, is that a highly dissociating 
anion like Cl-ions in flocculates is displaced by a less dissociating 
anion like silicate- or humate-ions. 

The second isoelectric pH was not noticeably influenced by varying 
the silica-alumina ratio of mixtures, while the humus-alumina ratio 
had a noticeable influence upon that pH, that is, the higher humus- 
alumina ratio displaced it remarkably in a direction of lower pH. 
Such a remarkable displacement may depend upon the fact that the 
humus gives two isoelectric points to ampholytes like aluminum, and 
that the humus is a stronger acidoid than the silicon. 

The flocculation took place most completely at the first isoelectric 
point of all hydrogen -ion concentrations. On the other hand, the 
amount of the flocculate at the second isoelectric point was less than 
that at the first point and the ratio of the amount of flocculates at 
the second point to that of the first was modified by the concentration 
ratio of these constituents as shown in table 31. 


TABLE 31. 

Ratios of the amount of flocculates at the second isoelectric point to 
that of the first isoelectric point 


No. 


SiO> : AI 2 O 5 : Humus 
(millimol ratio^ 


Ratio of the amount of floes, 
1 15/ isoel. pt. - 100 


1 

o 

3 

4 


, 1.3 2.5 1 

| 2.5 2.5 1 

| 5 2.5 1 

1 10 2.5 1 


40 
54 
i 60 


5 

6 

7 

8 


5 0.6 

5 | 1.3 

5 2.5 

5 1 5 


1 

1 

1 


60 

30 


9 

10 

11 

12 

13 


5 

5 

5 

5 

5 


2.5 


2.5 

2.5 


2.5 

2.5 


0.3 

0.5 

1 

2 

4 


20 
60 
60 
73 
; 98 
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From the table it is seen that the ratio of the amount of floccu- 
lates at the second isoelectric point to that of the first point increased 
in proportion to the concentration of silicates or humates as acidoids, 
while it decreased in proportion to that of alumina as ampholytes. 
The greater the acidoid-amphoteloid ratio, therefore, the higher also 
was the ratio of the amount of flocculates at the second isoelectric 
point to that at the first point, because the dispersity of mixtures at 
the second isoelectric point was depressed more strongly by increasing 
the acidoid-amphoteloid ratio. If still more quantities of acidoids, 
especially humus, are added to mixtures, the amount of flocculates 
at the second isoelectric point will increase as much as that at the 
first point. 

The point of electropositive maxima was observed in all mixtures. 
Figures 4 to 6 show the interesting relationship between electropositive 
maxima and hydrogen-ion concentrations. In these mixtures the 
maximum coincided with pH of 3.5 to 3.7. This means that the am- 
pholyte attains, as colloids, a maximum electropositive activity at 
these points, i. e., a maximum electrical neutralizing power. At these 
points particles in the mixture expressed a high dispersity, in some 
cases even solutions having a molecular high dispersion resulted. 
Electropositive maxima also were influenced by the concentration ratio 
of constituents in systems. It was therefore seen that additional in- 
creases of silicon or humus in mixtures depressed the pH value and 
the dispersity of mixtures at electropositive maxima, whereas increases 
of aluminum showed opposite effects. 

In other words, the change of the pH at the maximum charge 
and of dispersity depends upon acidoid-amphoteloid ratios. That is 
to say, the higher the ratio the lower was the pH at electropositive 
maxima, and the lower ratio brought about a higher dispersity and 
ultimately a molecular high dispersion. 

At concentration ratios of Si0 2 : A1 2 0 3 : Humus =<2.5 : 2.5 : 1 (SiCV 
A1 2 Q 3 =<1), Si0 2 : Al 2 0 3 :Humus=5:>5:l (Si0 2 /Al 2 0 3 =<l) or Si0 2 : 
Al^ : Humus =5 : 2.5 : <0.5 (Humus/ A1 2 0 3 = <0.2) in mixtures, none 
of flocculates appeared near the point of electropositive maxima, pH 
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3.5 to 3.7. However, further depression of pH of mixtures formed 
again flocculates which decrease their positive charge with increasing 
hydrogen-ion concentrations in mixtures. As seen in the figures 4 to 
6, when acidoid-amphoteloid ratios were comparatively large, the curve 
showing the amount of flocculates showed not so remarkable a de- 
pression at the point of electropositive maxima. With decreasing of 
the ratio the curve gradually showed a concave shape and finally at 
a lower ratio over a certain limit (Si02/Al 2 0 3 =<l, Humus/Al 2 0 3 = 
<0.2) the concave part of the curve attained to the grand line, be- 
cause no more flocculations occurred. As seen from the flocculation 
curve, therefore, it can be concluded that lowering of acidoid-amphote- 
loid ratios in mixtures narrows the zone of the flocculation at various 
hydrogen-ion concentrations. 

The ratio of flocculated constituents to the original content at 
various pH values in mixtures with a millimol ratio of Si0 2 : AlAi : 
Humus =5 : 2.5 : 1 has already been examined. 

In the present experiment, the relationship between the ratio of 
the three constituents in mixtures and the composition ratio of floc- 
culates at the first isoelectric point was therefore determined and the 
result obtained are shown in table 32. 

As may be seen in the table, the added aluminum and humus 
always entered almost completely in flocculates, while silicon was 
markedly affected by concentrations of these constituents and their 
ratios in mixtures. When the concentration of silicon in mixtures 
was varied, the quantity of silicon in flocculates highered with increase 
of the SiCyAlA ratio in mixtures, because of increasing of silicon 
which was added, whereas the percentage of the flocculated silicon 
to the originals was in a reverse proportion to the ratio. When the 
concentration of the amphoteloid in mixtures, however, was changed, 
both the quantity and percentage of the flocculated silicon lowered 
with higher SKVAliOg ratio. 

Within these limits of concentration ratios the percentage of the 
flocculated silicon lies only within the bounds of 27 to 87 per cent. 
This perphaps depends upon the fact that the combining force of 
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TABLE 32. 

Relation between mutual ratios of constituents in mixtures and composition 
ratios of flocculates at isoelectric points 

The (Na 2 SiOi+AlCli)-|-Na*humate — System 


No. 

i 

Si0 2 : Al s O * : Humus 

1 millimol ratio 

Si0 2 in floe. 

A1 2 0 1 in floe. 

Humus 

floe. 

in 

In floe., 

Si0 2 : A1 2 Oj : Humus 
millimol ratio 

g 

A 

g 

A 

g 

A 

1 

1.3 


2.5 

: 1 

0.0062 

74 

0.0258 

99 

0.0285 

100 

0.4 

: 1.0 : 

0.4 

2 

1 2.5 


2.5 

: 1 

0.0112 

67 

0.0256 

98 

0.0282 

99 

0.7 

: 1.0 : 

0.4 

3 

5 


2.5 

: 1 

0.0203 

61 

0.0259 

99 

0.0287 

100 

1.2 

: 1.0 : 

0.4 

4 

10 


2.5 

: 1 

0.0452 

59 

0.0262 

100 

0.0279 

98 

2.4 

: 1.0 : 

0.4 

5 



0.6 

: 1 

0.0091 

27 

00066 

100 

0.0283 

99 

2.5 

: 1.0 : 

1.6 

6 

5 


1.3 

: 1 

0.0132 

39 

0.0131 

99 

0.0286 

100 

1.5 

: 1.0 : 

0.8 

7 

5 


2.5 

: 1 

0.0203 

61 

0.0258 

99 

0.0287 

100 

1.2 

: 1.0 : 

0.4 

8 

' 5 


5 

: 1 

0.0290 

87 

0.0515 

1 

99 

1 

0.0281 

99 

0.9 

: 1.0 : 

0.2 

9 

5 


2.5 

: 0.3 

— 

~~ 

0.0254 

1 

97 

; 

0.0072 

100 

? 

: 1.0 : 

0.1 

10 

1 5 


2.5 

: 0.5 

0.0238 

71 

0.0258 

99 

0.0140 

100 

1.4 

: 1.0 : 

0.2 

11 

5 


2.5 

: 1 

0.0202 

| 61 

0.0256 

98 

0.0285 

100 

1.2 

: 1.0 : 

0.4 

12 

5 


2.5 

: 2 

0.0190 

57 

0.0262 

100 

0.0571 

99 

1.1 

: 1.0 : 

0.8 

13 

I 5 


2.5 

: 4 

0.0171 

51 

0.0259 

| 99 

i 

0.1145 

100 

1.0 

i 

: 1.0 : 

1.6 


humus with aluminum is more powerful than that of silicon with 
aluminum, and Mattson ' 31 ’ has assumed stoichiometrical relations 
between humus and aluminum (iron also), and that silicon are strongly 
displaced from amphoteloids and basoids by humus, causing the easy 
dissociation of silicate-ions in comparison with humate-ions. 

As mentioned above, the percentage of silicon which entered into 
flocculates decreased in direct proportion to the ratio of silicon or 
humus to the others, and in a reverse relation to the ratio of alumi- 
num to the others. It is therefore concluded that the percentage of 
silicon which entered into flocculates in its original quantity is affected 
by the acidoid-amphoteloid ratio, and the higher the ratio, the lower 
the percentage. 
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b) Ferric “ silico-humates ” 


In order to observe the influence of the change in concentration 
of silicon, humus and iron in mixtures upon the formation and nature 
of flocculates the same experiment as in the aluminum system was 
conducted. These three constituents were mixed in the following 
various proportions. 


No. 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 
21 
22 
23 


SiOj 

1.3 

2.5 

5 

10 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

1.3 

2.5 

5 

10 

5 

5 

5 

5 

5 


millimol ratio) 


Fe_>0, 


Humus 


2.5 

25 


2.5 

2.5 

0.6 

1.3 

2.5 

5 

10 

2.5 

2.5 

2.5 

2.5 


2.5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 


1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0.3 

0.5 

1 

2 

4 

1 

1 

1 

1 


0.3 

0.5 

1 

2 

4 


The results of the observations are shown in tables 33 to 51 and 
figures 7 to 9. 

From the above results it was clearly found thus: In all the 
mixtures with different concentration ratios of the three constituents 
the flocculation took place at certain hydrogen-ion concentrations, 
however, the pH of the flocculation zone was modified by the concen- 
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tration of constituents. With increase of the concentration of 
silicon or humus the pH of the flocculation zone lowered remarkably, 
whereas increase of aluminum raised the pH of the zone. Accordingly, 
it can be said that the change of the flocculation zone is in reverse 
to the acidoid-amphoteloid ratio. 

The isoelectric point also was modified by the change in concen- 
trations and mutual ratios of these constituents in mixtures. 

The influence of the concentration of these constituents upon the 
change of isoelectric points was shown in table 52. 

TABLE 33. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
Si0 2 : FegOt : Humus =1.3 : 2.5 : 1 millimols 

A. 2.0 millimols Na-humate in L. 

B. 2.5 millimols Na 2 SiOi and 
5.0 millimols FeCl 3 in L. 



Soln. 

Soln. B, 
20cc.+ 

After mixing 

After a 
few 
hours 

Over night 

Cataph. 

pH 

No. 

A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

Floe. 

velocity 

min. 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

\)l sec. 

v cm. 

1 

20 

0.0 

clear 


brown 

ppt 

light 

yellow 

18 

60 

+ 1.75 

2.0 

2 

20 

10.0 

tt 


tt 

turbid 

brown 

0 

0 


22 

3 

20 

15.0 

it 


light 

brown 

ppt 

light 

brown 

15 

50 

+1.86 

2.4 

4 

20 

20.0 

turbid 


tt 

tt 

light 

yellow 

25 

93 

+ 1.55 

2.7 

5 

20 

21.0 

ppt 


yellow 

tt 

colorles 

26 

96 

+1.41 

3.2 

6 

20 

21.5 

11 


tt 

It 

tt 

26 

96 

+1.07 

3.4 

7 

20 

22.0 

it 

5 

light 

yellow 

tt 

tt 

28 

98 

+0.90 

3.7 

8 

20 

22.5 

It 

6 

colories 

tt 

a 

28 

98 

+0.80 

4.1 

9 

20 

23.0 

tt 

5 

a 

It 

a 

29 

100 

+0.41 

4.5 

10 

20 

23.5 

V 

4 

tt 

tt 

♦» 

29 

100 

±0.00 

5.8 

11 

20 

24.0 

tt 

3 

light 

yellow 

tt 

tt 

29 

100 

-0.86 

6.3 

12 

20 

24.5 

tt 


yellow 

It 

yellow 

13 

42 

-1.62 

6.7 

13 

20 

25.0 

it 


light 

brown 

tt 

light 

brown 

9 

28 

-1.92 

6.9 

14 

20 

26.5 

clear 


brown 

clear 

brown 

0 

0 


7.6 

15 

20 

30.0 



tt 

» 

t* 

0 

0 


>8.5 


(Isoelectric pH 5.8) 
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TABLE 34. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiO* : FejO t : Humus— 25 : 2.5 : 1 millimols 

A. 2.0 millimols Na-humate in L. 

B. 5.0 millimols NagSiOj and 
5.0 millimols FeCl $ in L. 


So. 

Soln. 

Soln. B, 
20cc.+ 

After mixing 

After a 
few 
hours 


Over night 

I 

1 

I 

Cataph. 

i 

pH 

A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

Floe. 1 
velocity 
min. 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

i 

Height ! Ratio j 
of floe. 1 of 1 
mm, i floe. 1 

t* 'sec. 

v cm. 

i 

1 

1 

20 

0.0 

i 

clear 

i 

brown 

l 

clear 

brown 

0 

o' 


22 

2 

20 

5.0 

n 

1 

1 

>» 

” i 

ii 

0 

1 

0 1 

l 

2.3 

3 

20 

10.0 

11 


ii 

turbid 

1 

” l 

0 

1 

0 


2.5 

4 

20 1 

12.5 

11 

l 

ii 

ppt 

1 

ii 

\ 

0 

0 


2.7 

5 

20 ' 

15.0 

ppt 

1 

! 

light 

brown 

ii 

light 
yellow j 

22 

1 

79 ! 

i 

j +1-00 

2.9 

6 

20 | 

16.0 

11 

- 5 1 

ii 

ii 

colorles 

23 

82 ! 

| 4-0.82 

1 3.1 

7 i 

20 1 

| 

I 

16.5 

11 

i 

ii 

ii 

, ii 

1 

25 

88 

+0.57 

t 3.2 

8 

20 

17.0 

11 

9 

light 

yellow 

1 

ii 

! 1 
i 

ii 

26 

91 

I +0.46 

3.6 

9 

20 

17.5 

11 

9 

colorles 

ii 

” I 

I 

27 

I 

: 94 

1 ’ 

j +0.24 

3.6 

10 

20 

18.0 

11 

5 

ii 

ii 

! 

28 

100 

+0.09 

, 43 

11 

20 

18.5 

11 

6 

ii 

1 ii 

i 

ii | 

! 28 

100 

-0.46 

1 

| 5.6 

12 

20 

19.0 

it 


light 

biown 

i 

| ” 

light 

brown 

1 12 

36 

-1.09 

| 6.4 

i 

13 

20 

20.0 

11 


ii 

! ” 
i 

ii 

5 

15 

+1.40 

6.8 

14 

20 

22.5 

j clear 


brown 

clear 

brown 

0 

i 

1 0 


8.0 

15 

20 

25.0 

t 

1 ” 


» 


ii 

0 

0 


>8.5 


(Isoelectric pH 4.5) 
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TABLE 35. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiO* : Fe*O a : Humus**5 : 2.5 : 1 millimols 

A, 2.0 millimols Na-humate in L. 

B, 10.0 millimols NasSiO* and 

5.0 millimols FeCl* in L. 



Soln. 

Soln. B, 
20 cc.+ 

After mixing 

After a 
few 
hours 

Over night 

Cataph. 


No. 

A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

Floe. 

velocity 

min. 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio | 
of 

floe. 

P/sec. 

v/cm. 

pH 

1 

20 

20.0 

HQ 

ppt 


' 

yellow 

ppt 

light 

yellow 

15 

45 

+0.74 

IB 

2 

20 

15.0 

HC1 



77 

77 

77 . 

14 

42 

+0.82 

1.8 

3 

20 

10.0 

HC1 

»> 


77 

77 

77 

12 

36 

+0.93 

2.0 

4 

20 

5.0 

HC1 ! 

clear 


brown 

clear 

brown 

0 

0 


22 

5 

20 

0.0 

77 


77 

77 

77 

0 

0 


2.4 

6 

20 

5.0 

77 


77 

77 

77 

0 

0 

i 

2.6 

7 

20 

73 

turbid 


77 

77 

77 

0 

0 


2.9 

8 

20 

10.0 

ppt 


77 

ppt 

yellow 

24 

72 

| -1-0.74 

32 

9 

20 

10.5 

ff 

6 

light 

brown 

77 

colories 

25 

75 j 

I 

I 

| +0.41 

j 

3.4 

10 

20 

11.0 

v 

23 

yellow 

77 

77 

31 

93 

+0.17 

3.7 

11 

20 

11.5 

77 

23 

77 

77 

77 

31 

93 

+0.14 

3.8 

12 

20 

12.0 

77 

25 

colories 

77 

17 

33 

100 

-0.08 

4.6 

13 

20 

12.5 

77 

16 

77 

77 

77 

31 

93 

-0.82 

5 3 

14 

20 

13.0 

77 

7 

yellow 

77 

yellow 

15 

45 

-1.20 

6.0 

15 

20 

13.5 

77 


brown 

77 

brown 

7 

21 

-1.54 

62 

16 

20 

14.0 

turbid 


77 

77 

77 

trace 

trace 


6.5 

17 

20 

14.5 

77 


77 

77 

77 

77 

77 


6.6 

18 

20 

15.0 

77 


77 

77 

77 

77 

77 


6.8 

19 

20 

20.0 

clear 


77 j 

clear 

77 

0 

0 


>&5 


(Isoelectric pH 4.0) 
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TABLE 36. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
Si02 : FejO» : Humus ==10 : 2.5 : 1 millimols 

A. 2.0 millimols Na-humate in L. 

B. 20.0 millimols Na 2 SiOs and 

5.0 millimols FeCl* in L. 


No. 

Soln. 

Soln. B, 
20cc.+ 

After mixing 

After a 
few 
hours 

Over night 

Cataph. 

pH 

A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

Floe. 

velocity 

miiu 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

y/sec. 

v/cm. 

1 

20 

5.0 

HC1 

clear 


brown 

clear 

brown 

0 

o 

1 

I 


2 

20 

2.5 

HC1 

n 


a 

a 

11 

0 

o ! 

I 

j 

I 25 

3 

20 

1.0 

HC1 

1 


it 

turbid 

ti 

0 

0 


2.7 

4 

20 

0.0 

ppt 


a 

ppt 

tt 

slight 

slight 

+0.68 

| 

2.8 

5 

20 

2.5 

11 


a 

a 

tt 

12 

‘36 

+0.63 

3 2 

6 

20 

3.0 

tt 


\ 

” 

a 

tt 

13 

39 

! 

I +0.58 

3.2 

7 

20 

3.5 

It 


light 

brown 

a 

light 

brown 

14 

42 

+055 

J 3.3 

i 

8 

20 

4.0 

a 


yellow 

. 

a 

light 

yellow 

30 

90 

+0.10 

3.5 

i 

9 

20 

4.5 

a 

33 

| 

colories 

it 

colories 

39 

100 

| ±0.00 

1 

3.7 

10 

20 

5.0 

it 

35 

it 

a 

tt 

39 

100 

j -0.84 

4.5 

11 

20 

5.5 

tt 

37 

light 

yellow 

tt 

tt 

34 

97 

] -1.02 

5.0 

12 

20 

6.0 

it 

25 

yellow 

a 

yellow 

25 

75 

-L36 

5.3 

13 

20 

6.5 

turbid 


brown 

tt 

brown 

7 

21 

-1.62 

55 

14 

20 

7.0 

clear 


it 

tt 

it 

trace 

trace 

-1.76 

65 

15 

20 

7.5 

»> 


it 

clear 

a 

0 

0 


65 

16 

20 

10.0 

it 

i 

i 

a 

tt 

a 

0 

0 




(Isoelectric pH 3.7) 
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TABLE 37. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiOj : FetO * : Humus* 5 : 0.6 : 1 millimols 

A. 2.0 millimols Na-humate in L. 

B. 10.0 millimols NazSiO^ and 

millimols FeCl* in L. 


No. 

Soln. 

Soln. B, 
20cc.+ 

After mixing 

After a 
few 
hours 

Over night 

Cataph. 

PH 

A 

cc 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

Floe. 

velocity 

min. 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 
of 
| floe. 

|i/sec. 

v/cm. 

1 

20 

ioao 

ppt 


light 

yellow 

ppt 

colorles 

12 

60 

+2.50 

1.1 

2 

20 

75.0 

11 


tt 

it 

a 

12 

60 

+2.20 

1.3 

3 

20 

50.0 

tt 


a 

a 

a 

13 

65 

+1.77 

1.4 

4 

20 

45.0 

it 


” 

tt 

tt 

13 

65 

+ 1.50 

1.5 

5 

20 

40.0 

tt 


tt 

it 

tt 

13 

65 

+ 1.41 

1.5 

6 

20 

35.0 

tt 


tt 

it 


13 

65 

+ 1.15 

1.6 

7 

20 

30.0 

ft 


colorles 

a 

it 

14 

70 

+1.05 

1.7 

8 

20 

25.0 

It 


tt 

tt 

it 

14 

70 

+034 

1.8 

9 

20 

20.0 

ft 


tt 

tt 

tt 

17 

85 

+0.78 

2.0 

10 

i 

20 

; 

15.0 

ft 

4 

tt 

it 

tt 

18 

90 

+0.74 

2.2 

11 

20 

13.5 

it 

10 

a 

tt 

it 

19 

95 

+0.72 

2.3 

12 

20 

12.5 

tt 

7 

it 

it 

it 

19 

95 

+0.70 i 

2.4 

13 

20 

11.0 

it 

> 8 


it 

it 

■ 

20 

100 

+0.68 

2.5 

14 

20 | 

10.0 

it 

9 

it 

tt 

tt 

20 

l 100 

+0.63 

2.6 

15 

2°; 

9.5 

it 

8 

tt 

it 

tt 

20 

100 

+0.58 

2.7 

16 

20 1 

8.5 

it 

8 

tt 

it 

it 

20 

100 

+0.41 

23 

17 | 

20 1 

7.5 

it 

6 

tt 

tt 

it 

20 

100 

±0.00 

3.0 

i 

18 

20 | 

63 

ti 


light 

yellow 

it 

tt 

20 

100 

-0.17 

33 

19 

20 

6.0 

turbid 


brown 

turbid 

brown 

0 

0 


4.0 

20 

20 

5.5 

clear 


it 

clear 

a 

0 

0 


4.4 

21 

20 

5.0 

v 


tt 

it 

tt 

0 

0 


4.9 

22 

20 

0.0 

tt 


tt 

! 

V 

tt 

0 

0 


&3 


(Isoelectric pH 3.0) 
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TABLE 38. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
Si0 2 ; FeaO , * Humus =5 * 1.3 * 1 millimols 

A. 2.0 millimols Na-humate in L. 

B. 10.0 millimols Na 2 SiO* and 
2.5 millimols FeClj in L. 


No. 

i 

Soln. Soln. B, 
120 cc.+ 

After mixing 

After a 
few 
hours 

Over night 

Cataph. 


A 

cc. 

HC1 
| milli- 
l mols 

Appear- 

ance 

Floe. 

velocity 

min. 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

| a nee 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

p/sec. 

v ( cm. 

PH 

1 

20 

100.0 

ppt 


yellow ! PP l 

light 

brown 

16 

57 

+ 1.86 

1.1 

2 

20 

40.0 

a 

6 

J1 


tt 

16 

57 

+1.74 

1.4 

3 

20 

35.0 

» 

6 


it 

tt 

16 

57 

+1.51 

1.4 

4 

20 

30.0 

a 

5 

it 

it 

a 

16 

57 

+1.42 

1.6 

5 

20 

25.0 

it 

4 

tt 

tt 

tt 

17 

61 

+ 1.40 

1.8 

6 

20 

20.0 

it 

5 

» 

tt 

it 

18 

64 

+ 1.31 

1.9 

7 

20 

15.0 

a 

9 

tt 

it 

colorles 

19 

68 

+1.18 

1 2.0 

8 

20 

10.0 

it 

12 

colorles 

it 

tt 

21 

i 

75 

+1.02 

ZJ2 

9 

20 

1 5.0 

n 

13 ! 

a 

it 

tt 

24 

86 

1 

+0.68 

2.5 

10 

20 

3.0 

a 

1 

14 

v 

it 

a 

26 

93 

+0.63 

2.7 

11 

20 

1 

1 2.0 

a 

14 

” 

l ” 

1 ” 

27 

97 

■ 

+0.50 

| 

2.8 

12 

20 

1.0 

a 

11 

it 

1 

1 ” 

it 

27 

97 

+0.49 

3.0 

13 1 

20 

0.0 

tt 

20 

a 

1 „ 

it 

28 

100 

-0.55 j 

3.8 

14 1 

20 

0.5 

NaOH 

it 

5 

yellow 

1 „ 

yellow 

20 

72 

1 

-0.63 

4.7 

15 

20 

1.0 

NaOH 

turbid 


brown 

it 

brown 

6 

21 

-1.16 

5.2 

16 

20 

5.0 

NaOH 

clear 


n 

clear 

a 

o I 

0 


8.1 


(Isoelectric pH 3.4) 
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TABLE 39. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiOi : Fe*Oj : Humus=5 : 5 : 1 millimols 

A. 2.0 millimols Na-humate in L. 

B. 10.0 millimols NatSiOg and 
10.0 millimols FeCl* in L. 



Soln 

Soln. B, 
20 cc.+ 

After mixing 

After a 
few 
hours 

Over night 

Cataph. 

pH 

No. 

A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

Floe. 

velocity 

min. 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

H/sec. 

v/cm. 

1 

20 

0.0 

clear 


brown 

clear 

brown 

0 

0 


2.0 

2 

20 

5.0 

i> 


11 

ii 

ii 

0 

0 


2.0 

3 

20 

10.0 

11 


11 

ii 

it 

0 

0 


2.1 

4 

20 

15.0 

If 


11 

ii 

ii 

0 

0 


2.1 

5 

20 

20.0 

11 


ii 

ppt 

” 

trace 

trace 


22 

6 

20 

25.0 

turbid 


ii 

ii 

ii 

ii 

ii 


2.5 

7 

20 

30.0 

n 


ii 

ii 

ii 

ii 

ii 


2.7 

8 

20 

32.5 

ppt 


ii 

• 

light 

brown 

13 

31 

+0.67 

2.9 

9 

20 

35.0 

» 


yellow 

ii 

colorles 

35 

83 

+0.58 

3.1 

10 

20 

36.0 

11 


ii 

ii 

ii 

39 

93 

+0.27 

3.3 

11 

20 

36.5 

17 

23 

light 

yellow 

ii 

ii 

41 

97 

+0.17 

3.7 

12 

20 

37.0 

77 

15 

colorles 

ii 

ii 

42 

100 

+0.14 

42 

13 

20 

37.5 

77 

17 

ii 

ii 

ii 

42 

100 

-0.17 

4.9 

14 

20 

38.0 

77 

13 

ii 

ii 

it 

41 

97 

-0.41 

5.5 

15 

20 

38.5 

17 

17 

ii 

ii 

ii 

40 

94 

-0.84 

62 

16 

20 

39.0 

71 

16 

yellow 

ii 

yellow 

35 

81 

-1.16 

6.5 

17 

20 

39.5 

11 

14 

ii 

ii 

it 

31 

71 

-1.36 

6.6 

18 

20 

40.0 

11 


ii 

ii 

it 

20 

50 

-1.62 

6.7 

19 

20 

45.0 

turbid 


brown 

ii 

brown 

trace 

trace 


>8.5 

20 

20 

50.0 

clear 


it 

clear 

ii 

0 

0 




(Isoelectric pH 4.6) 
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TABLE 40. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiO* : FegO i : Humus*=5 : 10 : 1 millimole 

A. 2.0 millimols Na-humate in L. 

B. 10.0 millimols NafSiOt and 
20.0 millimols FeClj in L. 


No. 

Soln. 

Soln. B, 
20 cc.+ 

After mixing 

After a 
few 
hours 


Over night 


Cataph. 

pH 

A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

Floe. 

velocity 

min. 

5 cm 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

p/sec. 

v cm. 

1 

20 

0.0 

clear 


brown 

clear 

brown 

0 

0 


1.5 

2 

20 

5.0 

it 


a 

a 

a 

0 

0 



3 

20 

10.0 

it 


it 

a 

it 

0 

0 



4 

20 

15.0 

a 


it 

t* 

” 

0 

0 



5 

20 

20.0 

a 


it 

a 

n 

0 

0 



6 

20 

25.0 

a 


it 

a 

a 

0 

o 


1.8 

7 

20 

30.0 

turbid 


it 

a 

it 

0 

0 



8 

20 

35.0 

a 


it 

a 

a 

0 

0 



9 

20 

40.0 

a 


• 

„ 

a 

0 

0 



10 

20 

45.0 

it 


„ 

» 


0 

0 


22 

11 

20 

50.0 

V 


it 

1 ppt 


trace 

trace 


2.3 

12 

20 

55.0 

ppt 


it 

1 „ 
i 

ii 

slight 

slight 

' +0.41 

i 

13 

20 

60.0 

a 


it 

1 

a 

light 

yellow 

12 

20 

+0.27 

3.0 

14 

20 

1 

65.0 

a 

| 


light 

yellow 

it 

colories 

53 

85 

1 +0.20 

1 37 

15 

20 

68.0 

1 

a 

22 

colories 

it 

a 

53 

85 

+0.00 

5.6 

16 

20 

68.5 

a 

20 

»» 

it 

ii 

53 

85 

-0.11 

6.0 

1 

17 

20 

69.0 

1 „ 

30 

a 

it 

a 

52 

83 

1 

1 

1 6.1 

18 

20 

69.5 

it 

30 

a 

a 

it 

52 

83 

-0.84 

' 6.4 

i 

19 

20 

70.0 

it 

31 

tt 

a 

it 

51 

80 

-1.36 

6.6 

20 

20 

71.0 

it 

34 

a 

it 

a 

51 

80 

-1.80 

6.9 

21 

20 

72.0 

it 

28 

light 

yellow 

a 

ii 

51 

80 

-2.08 

7.0 

22 

20 

75.0 

it 

51 

yellow 

it 

light 

yellow 

51 

80 

—2.20 

7.6 

23 

20 

85.0 

turbid 


brown 

a 

brown 

23 

40 

i 

>85 


(Isoelectric pH 5.6) 



58 


Hideaki Saeki 


TABLE 41. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiOj : Fe*0 » : Humus «5 : 2.5 : 0.3 millimols 

A. 0.5 millimoi Na-humate in L. 

B. 10.0 millimols NasSiOt and 5.0 millimols FeCl* in L. 



|soln. 

1 

Soln. B, 
20cc.+ 
NaOH 
milli- 
mols 

After mixing 

After a 
few 
hours 

Over night 

Cataph. 

iVsec. 

v/cm. 

pH 

No. 

A 

cc. 

Appear- 

ance 

Floe. 

velocity 

min. 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

1 

20 

0.0 

clear 


brown 

clear 

brown 

0 

0 


2.1 

2 

20 

5.0 

»> 


it 

a 

a 

0 

0 


2.2 

3 

20 

10.0 

11 


it 

it 

it 

0 

0 


2.4 

4 

20 

15.0 

11 


a 

•t 

n 

0 

0 


23 

5 

20 

17.5 



a 

turbid 

a 

0 

0 


3.5 

6 

20 

18.0 

turbid 


11 

ppt 

a 

slight 

slight 

+0.68 

3.7 

7 

20 

18.5 



11 

a 

a 

10 

33 

+0.41 

3.8 

8 

20 

19.0 

ppt 

6 

colorles 

a 

colorles 

30 

100 

±0.00 

5.4 

9 

20 

193 

11 

5 

a 

» 

ii 

90 

100 

—0.20 

7.0 

10 

20 

20.0 

it 

5 

11 

a 

a 

30 

100 

-0.84 

7.0 

11 

20 

20.5 

11 


brown 

it 

brown 

7 

23 

-1.10 

7.1 

12 

20 

21.0 

turbid 


a 

a 

it 

slight 

slight 


72 

13 

20 

22.5 

11 


a 

turbid 

a 

0 

0 


8.1 

14 

20 

25.0 

clear 


a 

clear 

a 

0 

0 

1 

>8.5 


(Isoelectric pH 5.4) 


TABLE 42. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
Si0 2 : FegO t : Humus— 5 : 2.5 : 0.5 millimols 

A. 1.0 millimoi Na-humate in L. 

B. 10.0 millimols Na 2 SiO t and 5.0 millimols FeCL in L. 





1 


After a 








Soln. 

Soln. B, 

After mixing ] 

few 


Over night 


Cataph. 


No. 


20cc.+ 



hours 





pH 

A 

NaOH 


Floe. 

Color of 


Color of 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

y/sec. 


cc. 

■ 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

velocity 

min. 

5 cm. 

super- 

natant 

liquid 

Appear- 

ance 

super- 

natant 

liquid 

v/cm. 


1 

20 

0.0 

clear 


brown 

clear 

brown 

0 

0 


2.1 

2 

20 

5.0 

a 


a 

it 

it 

0 

0 


22 

3 

20 

10.0 

it 


it 

a 

it 

0 

0 


2.4 

4 

20 

15.0 

v 


a 

it 

a 

0 

0 


23 

5 

6 

20 

20 

1&5 

17.5 

turbid 

ppt 


it 

light 

yellow 

ppt 

a 

light 

brown 

colorles 

11 

25 

38 

86 

+034 

+030 

32 

3.6 

7 

20 

18.0 

11 

8 

a 

a 

» 

25 

86 

+0.14 

3.7 

8 

20 

18.5 

11 

• 8 

colorles 

n 

it 

29 

100 

±0.00 

4.3 

9 

20 

19.0 

11 

8 

a 

it 

it 

29 

100 

-0.17 

4.6 

10 

20 

19.5 

11 


a 

it 

it 

28 

97 

-1.36 

6.6 

11 

20 

20.0 

11 

6 

it 

it 

ii 

28 

97 

-1.62 

6.7 

12 

20 

20.5 

11 


yellow 

ii 

yellow 

9 

31 

-1.76 

7.0 

13 | 

20 

21.0 

turbid 


brown 

it 

brown 

trace 

trace 


7.3 

14 

20 

i 213 

a 


a 

turbid 

ii 

0 

0 


7.5 

15 

I 20 

25.0 

i clear 


a 

clear 

it 

0 

0 


>83 


(Isoelectric pH 4.3) 




Studies on Humus-Clay Complexes 


59 


TABLE 43. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiOa : FegO* : Humus~5 : 2.5 : 2 millimols 

A. 4.0 millimols Na-humate in L. 

B. 10.0 millimols NafSiOj and 

5.0 millimols FeCfe in L. 



Soln. 

Soln. B, 
20cc.+ 

After mixing 

After a I 
few , 
hours ' 

Over night 


! 

Cataph. 


No. 

A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

Floe. 

velocity 

min. 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

y/sec. 1 

v cm. 

PH 

1 

20 

50.0 

HQ 

ppt 

12 

yellow 

ppt 

light 

yellow 

24 

60 

-1.05 

1.3 

2 

20 

25.0 

HC1 

tt 

25 

yy 

yt 

yy 

26 

65 

-0.84 

I 

1.5 

3 

20 

20.0 

HC1 

3t 

44 

tt 

yy 

” 1 

26 

65 

-0.48 

1.6 

4 

20 1 

17.5 

HC1 

tt 

50 

light 

yellow 

yy 

yy 

27 

68 

-0.14 

1.6 

5 

20 

15.0 

HC1 

it 

61 

„ 

yy 

yy 

27 

68 

±0.00 1 

1.7 

6 

20 

12.5 

HC1 

y t 

33 

yellow 

yy 

yellow 

23 

57 

+0.44 

1.8 

7 

20 1 

10.0 

HC1 

tf 

32 

„ 1 „ 

yy 

23 

57 

+0.84 ( 

1.8 

8 

20 

5.0 

HC1 

yy 

13 

light 

brown 

light 

brown 

19 

47 

+1.28 

2.0 

9 

20 

0.0 

yy 

5 

yy ,t 

yy 

15 

37 

+132 

2.3 

10 1 

1 20 

5.0 

yy 


brown 1 » 

brown 

14 

1 34 

-t 1.86 1 

j 

2.5 

11 

20 

! 10.0 

yy 

19 

light 

brown 

yy 

light 

brown 

29 

73 

1 

+0.84 1 

2.7 

12 

20 

1 

12.0 

yy 

49 

light 

yellow 

yy 

light 

yellow 

35 

88 

+0.27 

3.0 

13 

20 

13.0 

yy 

45 

yy 

” 

colorles 

36 

91 

+0.17 

3.1 

14 

20 

1 14.0 

s 

33 

colorles » 

it 

36 

91 

+0.10 

3.4 

15 

20 

1 15.0 

V 

23 

yy 

yy 

yy 

40 

100 

+0.00 

3.8 

16 

20 

15.5 

yy 

22 

yy 

yy 

tt 

39 

97 

-0.17 j 

4.6 

17 

20 

16.0 

yy 

25 

yy 

yy 

tt 

38 

95 

-0.41 

5 2 

18 

20 

16.5 

yy 

28 

light 

yellow 

tt 

light 

yellow 

37 

92 

-1.161 

&5 

19 

20 

20.0 

ft 


brown, 

tt 

brown 

5 

13 

-L24 

6.9 

20 

20 

20.5 

clear 


yt 

clear 

V 

0 

0 


73 

i 


(Isoelectric pH 3.8 and 1.7) 
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TABLE 44. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiO* : : Humus—5 : 2.5 : 4 millimols 

A. 8.0 millimols Na-humate in L. 

B. 10.0 millimols NasSiOj and 

5.0 millimols FeClj in L. 


No. 

Soln. 

Soln. B, | 
20cc.+ 

After mixing 

After a 
few 

hours i 

1 Over night j 

i 

Cataph. 

PH 

A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

l 

Floe. 

velocity 

min. 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

p/sec. 

v/cm. 

1 

20 

50.0 

HC1 

ppt 

175 

light 

brown 

ppt 

light 

yellow 

44 

79 

—1.80 

i 

1.4 

2 

20 

35.0 

HC1 

it 

78 

i 

tt 

» 

a 

42 

75 

-0.84 j 

1.5 

3 

20 

25.0 

HC1 

a 

193 

tt 

a 

tt 

52 

93 

±0.00 

1.6 

4 

20 

20.0 

HC1 

tt 

83 

tt 

tt 

” 

46 

83 

+0.58 

1.7 

5 

20 

15.0 

HC1 

a 

83 

a 

tt 

tt 

48 

87 

i 

+0.63 

1.8 

6 

20 

10.0 

HC1 

a 

77 

! 

tt 

i 

tt 

i 

” 

47 

85 

+0.68 

1.9 

7 

20 

5.0 

HC1 

a 

77 

1 

it 

tt 

tt 

47 

85 

+0.68 

2.1 

8 

20 

0.0 

a 

57 

a 

tt 

a 

48 

87 

+0.93 

2.4 

9 

20 

5.0 

tt 

92 

a 

a 

it 

50 

91 

+0.68 

2.8 

10 | 

20 

7.0 

ft 

99 

yellow 

a 

colorles 

50 

91 

+0.58 

3.0 

11 

20 

8.0 

tt 

72 

light 

yellow 

n 

a 

53 

94 

+0.20 

32 

12 

20 

9.0 

it 


colories 

tt 

it 

56 

100 

+0.14 

3.3 

13 

20 

9.5 

tt 

40 

it 

it 

n 

56 

100 

-0.14 

3.5 

14 

20 

10.0 

it 

44 

a 

a 

» 

52 

92 

—0.27 

3.7 

15 

20 

10.5 

tt 

48 

it 

tt 

•» 

52 

92 

-0.58 

4.0 

16 

20 

11.0 

tt 

43 

tt 

a 

tt 

52 

92 

-0.84 

4.1 

17 

20 

12.0 

tt 

89 

light 

brown 

tt 

light 

yellow 

50 

91 

-1.36 

i 

4.9 

18 

20 

15.0 

it 


brown 

tt 

brown 

20 

36 

-1.76 

6.6 

19 

20 

20.0 

tt 


a 

a 

tt 

i 

slight 

slight 


7.1 

20 

20 

21.0 

clear * 


i ” 

turbid 

tt 

0 

0 

I 

7.4 


(Isoelectric pH 3.4 and 1.6) 
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TABLE 45. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiO* : FejO { : Humus— 1.3 : 5 : 1 miilimols 

A. 2.0 miilimols Na-humate in L. 

B. 2.5 miilimols Na 2 SiO$ and 
10.0 miilimols FeCl a in L. 



Soln. 

Soln. B, 
20 cc.+ 

After mixing 

After a 
few 
hours 

Over night 

Cataph. 


No. 

A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

Floe. 

velocity 

min. 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

y/sec. 

v/cm. 

PH 

1 

20 

0.0 

clear 


brown 

ppt 

yellow 

15 

40 

+0.97 

1.9 

2 

20 

10.0 

» 


»» 

” 

ii 

18 

49 

+0.80 

1.9 

3 

20 

15.0 



ii 

ii 

ii 

17 

46 

+ 1.19 

2.0 

4 

20 

20.0 

11 


ii 

ii 

light 

brown 

11 

30 

+1.27 

2.1 

5 

29 

25.0 

11 


ii 

turbid 

brown 

0 

0 


22 

6 

20 

30.0 

11 


it 

ii 

ii 

0 

0 


2.3 

7 

20 

32.0 

11 


ii 

ii 

it 

0 

0 


2.3 

8 

20 

32.5 

ppt 


ii 

ppt 

light 

brown 

15 

40 

+1.45 

2.4 

9 

20 

33.0 

11 


ii 

ii 

it 

15 

40 

+123 

2.4 

10 

20 

33.5 

turbid 


ii 

ii 

ii 

12 

32 

+122 

2.4 

11 

20 ! 

34.0 

v 


ii 

ii 

it 

15 

40 

+ 1.12 

2.4 

12 

20 

35.0 

ppt 

| 

light 

brown 

ii 

yellow 

27 

73 

+ 1.02 

2.5 

13 

20 

36.0 ! 

ii 


yellow 

; 

ii 

ii 

23 

61 

+0.62 

2.6 

14 

20 

37.0 

ii 


ii 

ii 

ii 

27 

73 

+0.40 1 

2.6 

15 

20 

38.0 

11 


light 

yellow 

ii 

light 

yellow 

27 

79 

+0.36 

2.8 

16 

20 

40.0 

11 


I ** 

ii 

! 

ii 

31 

85 

; +027 

3.1 

17 

20 

43.0 

11 

26 

colorles 

if 

colorles 

34 

91 

+0.17 

3.6 

18 

20 

44.0 

11 

13 

ii 

ii 

ii 

35 

94 

+0.14 j 

1 5 * X 

19 

20 

45.0 

If 

10 

ii 

ii 

ii 

37 

100 

-0.02 

! 62 

20 

20 

46.0 

11 

11 

ii 

ii 

ii 

36 

97 

-0.17 i 

6.7 

21 

20 

47.5 

11 

11 

light 

yellow 

ii 

light 

yellow 

35 

94 

-0.41 

1 

22 

20 

50.0 

11 


yellow 

ii 

yellow 

28 

76 

-127 


23 

20 

75.0 

clear 


brown 

clear 

brown 

0 

0 


1 


(Isoelectric pH 6.2) 
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TABLE 46. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiOa : FegOi : Humus =2.5 : 5 : 1 millimols 

A. 2.0 millimols Na-humate in L. 

B. 5.0 millimols NagSiO; and 
10.0 millimols FeCl* in L. 



Soln. 

Soln.B, 
20 cc.+ 

After mixing 

After a 
few 
hours 

Over night 

Cataph. 

pH 

No. 

A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

Floe. 

velocity 

mim 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

H/sec. | 
v cm. 

1 

20 

0.0 

clear 


brown 

clear 

brown 

0 

0 

| 

1.9 

2 

20 

5.0 



ii 

ii 

» 

0 

0 


1.9 

3 

20 

7.5 



ii 

ii 

it 

0 

0 


2.0 

4 

20 

10.0 

» 


ii 

ii 

ii 

0 

0 


2.0 

5 

20 

15.0 

» 


ii 

ii 

ii 

0 

0 


2.1 

6 

20 

20.0 

11 


ii 

ii 

ii 

0 

0 


2.2 

7 

20 

25.0 

11 


ii 

ii 

” 

0 

0 


2.3 

8 

20 

30.0 

11 


ii 

ii 

ii 

0 

0 


2.4 

9 

20 

32.0 

turbid 


ii 

turbid 

ii 

trace 

trace 


2.5 

10 

20 

33.0 

11 


ii 

ii 

ii 

ii 

ii 


2.6 

11 

20 

34.0 

11 


ii 

ii 

ii 

ii 

ii 


2.7 

12 

20 

35.0 

11 


it 

»» 

ii 

ii 

ii 

1 

2.7* 

13 

20 

37.5 

ppt 


light 

brown 

ppt 

light 

yellow 

25 

60 

+ 0.93 

2.9 

14 

20 

40.0 

» 



ii 

colorles 

37 

88 

4-0.87 1 

3.5 

15 

20 

41.0 

11 


light 

yellow 

ii 

ii 

37 

88 

+0.67 

3.6 

16 

20 

41.5 

a 


ii 

ii 

ii 

42 

100 

+0.44 

3.8 

17 

20 

42.0 

a 

31 

colories 

it 

ii 

42 

100 

+0.14 

4.4 

18 

20 

42.5 

it 

19 

ii 

ii 

ii 

42 

100 

±0.00 

5.5 

19 

20 

43.0 

ii 

19 

ii 

ii 

ii 

42 

100 

-0.14 

5.6 

20 

20 

43.5 

ii 

13 

ii 

ii 

ii 

42 

100 

-0.20 

6.0 

21 

20 

44.0 

ii 


light 

yellow 

ii 

ii 

42 

100 

-0.27 

6.2 

22 

20 

45.0 

ii 


yellow 

ii 

ii 

42 

100 

-0.41 

6.5 

23 

20 

50.0 

clear 


brown 

clear 

brown 

0 

0 


7.6 

24 

20 

75.0 

ii 


ii 

turbid 

ii 

trace 

trace 


>8.5 


(Isoelectric pH 5.5 ) 
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TABLE 47. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiOj : Fe20 1 : Humus =10 : 5 : 1 millimols 
A. 2.0 millimols Na-humate in L. 


B. 20.0 millimols Na 2 SiO { and 10.0 millimols FeCl* in L. 


1 




After a 




f 

1 



Soln. 

Soln. B, 

After mixing 

few 


Over night 

Cataph. 


No. 

i . 

20cc.+ 


hours 




1 

p/sec. 

pH 

A 

NaOH 


Floe. 



Color of 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 
of 1 
floe. 1 


cc. 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

velocity 

min. 

5 cm. 

super- 

natant 

liquid 

Appear- 

ance 

super- 

natant 

liquid_ 

v cm. 


1 

20 

0.0 

clear 


brown 

clear 

brown 

0 

o 1 


l 2.0 

2 

20 

5.0 

n 


ii 

n 

» 

0 

o 


! 2.1 

3 

20 

10.0 

» 


11 

11 

11 

0 

0 i 


| 2.3 

4 

20 

15.0 

11 


11 

11 

11 

0 

0 1 


1 2.6 

5 

20 

20.0 

turbid 


11 

turbid 

11 

0 

0 ( 


j 2.8 

6 

20 

25.0 

ppt 


light 

brown 

ppt 

yellow 

31 

62 i 

+0.27 

i 3.6 

7 

20 

26.0 



colorles 

» 

colorles 

50 

1 100 | 

±0.00 

| 3.8 

8 

20 

27.0 

» 

n 

' » 

i ” 

49 

, 98 

-0.84 

4.4 

9 

20 

27.5 

» ! 

11 

11 

I 

n 

, 49 

t 98 ; 

-1.36 

4.8 

10 

20 

28.0 

» 

! » 

11 


48 

1 96 ! 

-1.44 

1 5.4 

11 

20 

28.5 

» 


light 

yellow 

I ” 

! 

i ” 

48 

1 96 

-1.54 

| 6.0 

12 

20 

30.0 

u 


light 

brown 

1 

1 ” 

| light 

1 brown 

21 

I «! 

-2.12 

6.5 

13 

20 

35.0 

clear 


brown 

j clear 

i brown 

0 

1 0 i 


8.0 


(Isoelectric pH 38.) 


TABLE 48. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
Si0 2 : FejO t : Humus = 5 : 5 : 0.3 millimols 
A. 0.5 millimol Na-humate in L. 


B. 10.0 millimols Na 2 SiO^ and 10.0 millimols FeCli in L. 






1 

| After a 




! 



1 

Soln. 

Soln. B, 

After mixing 

few 


Over night 


Cataph. 


No. 


20 cc. + 



hours 





p/sec. 

pH 

A 

NaOH 


Floe. 

Color of 


iColor ofi — . . . 



cc. 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

velocity 
min. 
i 5 cm 

super- 

natant 

liquid 

Appear- 

ance 

super- 

natant 

liquid 

Jtieignt Katio 
of floe, i of 
mm. 1 floe. | 

v cm. 

; 


1 

20 

0.0 

clear 


brown 

clear 

brown 

0 

0 , 

1 

2.0 

2 

20 

5.0 

tt 


a 

ii 

ii 

0 




3 

20 

10.0 

If 


ii 

it 

ii 

0 

1 0 1 



4 

20 

15.0 

» 


ii 

ii 

ii 

0 

0 



5 

20 

20.0 

if 


it 

ii 

ii 

0 

0 


3.0 

6 

20 

25.0 

ppt 


light 

brown 

ppt 

light 

brown 

15 

33 

+ 1.07; 

3.7 

7 

20 

25.5 

V 

8 

yellow 

it 

colorles 

22 

I 49 

| +0.93 1 

3.9 

8 

20 

26.0 

a 

10 

colorles 

1 1 

ii 

39 

87 

1 +0.46 

4.5 

9 

20 

26.5 

» 

13 

ii 

ii 

ii 

45 

, 100 

+0.41 

6.2 

10 

20 

27.0 

a 

8 

ii 

ii 

ii 

45 

J 100 

±0.00 

6.3 

11 

20 

27.5 

a 

13 

ii 

it 

ii 

44 

98 

-0.46 

6.7 

12 

20 

28.0 

a 

7 

yellow 

ii 

yellow 

30 

66 

1 -0.56 

6.8 

13 

20 

30.0 

turbid 


brown 

ii 

brown 

5 

i 11 j 

-2.00 

7.5 

14 

20 

35.0 

clear 


ii 

clear 

ii 

0 

0 j 


|>8.5 


(Isoelectric pH 6.3) 




64 


Hideaki Saeki 


TABLE 49. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiOs : FetOs : Humus«=5 : 5 : 0.5 millimole 

A. 1.0 millimol Na-humate in L, 

B. 10.0 millimols Na2Si0.j and 
10.0 millimols FeCl^ in L. 



Soln. 

Soln. B, 
20 cc. + 

After mixing 

After a 
few 
hours 

Over night 

■ 

Cataph. 

pH 

No. 

A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

Floe. 

velocity 

min. 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe, 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

H/aec. 

v/cm. 

1 

20 

0.0 

clear 


brown 

clear 

brown 

0 

0 



2 

20 

5.0 

It 


a 

a 

tt 

0 

0 



3 

20 

10.0 

it 


it 

» 

a 

0 

0 



4 

20 

15.0 

tt 


” 

” 

it 

0 

0 



5 

20 

20.0 

a 


a 

a 

tt 

0 

0 


2.6 

6 

20 

22.5 

turbid 


a 

ppt 

ft 

trace 

trace 


3.1 

7 

20 

23.5 

if 


ft 

ft 

V 

5 

11 

+ 1.30 

3.2 

8 

20 

24.0 

ppt 


1 n 

it 

light 

brown 

18 

40 

+1.23 

, 

3.4 

9 

20 

24.5 

it 


\ light 
brown 

it 

colories 

35 

78 

■ 

+0.58 

3.6 

10 

20 

25.0 

\ 

V 

19 

colories 


tt 

41 

91 

+0.45 

4.0 

11 

20 

25.5 

a 

13 

a 

ft 

v 

* 45 

100 

+0.30 

4.4 

12 

20 

26.0 

if 

15 

a 

it 

tt 

45 

100 

—0.20 

5.4 

13 

20 

26.5 

a 

17 

ft 

a 

tt 

43 

96 

-0.58 

6.3 

14 

20 

27.0 

if 

23 

ft 

it 

if 

43 

96 

-1.16 

6.6 

15 

20 

27.5 

a 

15 

yellow 

l 

it 

light 

yellow 

43 

96 

-1.70 

6.9 

16 

20 

30.0 

turbid 


brown 

ft 

brown 

4 

10 

-3.00 

7.4 

17 

20 

35.0 

clear 


v 

clear 

a 

i 

0 

i 

0 


>8.5 


(Isoelectric pH 5.0) 
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TABLE 50. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
SiQ* : Fe*0 ;i : Humus«5 : 5 : 2 millimols 


A. 4.0 millimols Na-humate in L. 

B. 10j0 millimols Na*SiO» and 
10.0 millimols FeCt* in L. 







After a 




' 




Soln. 

Soln. B, 

After mixing 

few 


Over night 


Cataph. 


No. 


20cc.+ 



hours 





pH 

A 

NaOH 


Floe. 

Color pf 


Color of 

Height 
of fioc. 
mm. 

Ratio 

of 

floe. 

p/s ec. 


cc. 

milli- 

mole 

Appear- 

ance 

velocity 

min. 

5 cm. 

super- 

natant 

liquid 

Appear- 

ance 

super- 

natant 

liquid 

v/cm. 


1 

20 

50-0 

HC1 

ppt 


yellow 

ppt 

yellow 

33 

66 


13 

2 

20 

35.0 

HC1 

a 


” 

it 

ti 

31 

62 


1.4 

3 

20 

30.0 

HC1 

it 

1 light 
, brown 

it 

light 

brown 

17 

34 

5 

1.6 

4 

20 

25.0 

HC1 

it 


tt 

it 

ti 

17 

34 



5 

20 

20.0 

HC1 

a 


brown 

tt 

brown 

11 

22 



6 

20 

15.0 

HC1 

a 


it 

tt 

a 

11 

22 

O 

% 

1.8 

7 

20 

10.0 

HC1 

it 


tt 

it 

ti 

14 

28 

ST 


8 

20 

5.0 

HC1 

turbid 


tt 

it 

tt 

5 

10 

9 

O 

1.9 

9 

20 

4.0 

HC1 

a 


a 

ii 

tt 

slight 

slight 

S’ 

1.9 

10 

20 

3.0 

HC1 

tt 


a 

ii 

ti 

it 

ti 

•n 

2.0 

11 , 

20 

2.0 

HC1 

it 


a 

ti 

ii 

n 

i 

tt 



12 

20 

1.0 

HC1 

a 


a 

ti 

ii 

it 

it 



13 

20 

0.0 

a 


tt 

it 

ti 

it 

tt 


2.1 

14 

| 20 

5.0 

ppt 


it 

it 

ti 

5 

10 


2.3 

15 

| 20 

10.0 

tt 


a 

it 

ti 

11 

22 


2.5 

16 

| 20 

15.0 

V 

30 

light 

brown 

it 

light 

brown 

21 

42 


2.7 

17 

20 

17.5 

it 


ti 

it 

colorles 

44 

88 

+0.58 

3.0 

18 

20 

20.0 

tt 


yellow 

it 

» 

45 

90 

+0.41 

&3 

19 

20 

20.5 

tt 

31 

colorles 

ti 

ii 

48 

98 

+0.20 

3.9 

20 

20 

21.0 

tt 

29 

i ” 

it 

a 

48 

98 

±0.00 

3.9 

21 

20 

21.5 

tt 

21 

i a 

it 

a 

49 

100 

-0.20 

4.4 

22 

20 

22.0 

tt 

24 

! v 

tt 

it 

48 

98 

-0.31 

4.7 

23 

20 

22.5 

it 

29 

1 a 

it 

it 

48 

98 

-0.84 

5.7 

24 

20 

33.0 

it 

30 

i yellow 

it 

tt 

48 

98 

-0.93 

6.4 

25 

20 

23.5 

tt 

35 

1 

99 

it 

it 

48 

98 

-1.02 

6.5 

26 

20 

24.0 

tt 

27 

light 

brown 

it 

light 

brown 

33 

66 

— 1.23 

6.6 

27 

20 

25.0 

tt 

8 

brown 

tt 

brown 

18 

36 

-1.36 

6.8 

28 

20 

27.5 

11 


a 

it 

a 

5 

10 

-1.36 

7.0 

29 

20 

30.0 

clear 


it 

clear 

it 

0 

0 


7.9 


(Isoelectric pH 3.9) 
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TABLE 51. 

Formation of flocculates and their nature in the system with a ratio of 
Si0 2 : Fes0 8 : Humus=5 : 5 : 4 millimols 

A. 8.0 millimols Na-humate in L. 

B. 10.0 millimols Na 2 SiOj and 
10.0 millimols FeCl* in L. 



Soln. 

Soln. B, 
20cc.4* 

After mixing 

After a 
few 
hours 

Over night 

Cataph. 

pH 

No, 

A 

cc. 

NaOH 

milli- 

mols 

Appear- 

ance 

Floe. 

velocity 

min L 

5 cm. 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
super- 
natant 
liquid 

Height 
of floe. | 
mm. j 

Ratio 

of 

floe. 

p/sec. 

v/cm. 

1 

20 

50.0 

HC1 

ppt 


light 

yellow 

ppt 

light 

yellow 

50 

1 

77 1 

! 

1.3 

2 

20 

25.0 

HCi 

if 


light 

brown 

a 

yellow 

54 

83 


1.8 

3 

20 

10.0 

HCI 

it 


a 

tf 

light 

brown 

46 

71 

+0.84 

1.9 

4 

20 

0.0 

it 


a 

tt 

brown 

39 

60 

+0.84 

2.3 

5 

20 

2.5 

a 


brown 

a 

a 

37 1 

57 

j +1.07 

2.4 

6 

20 

5.0 

it 


a 

1 f) 

a 

42 

64 

' +0.96 

I 

2.5 

7 

20 

10.0 

a 

1 

light 

brown 

! - 1 

colorles 

65 

100 

! 

+0.62 

2.7 

8 

20 

15.0 

a 


yellow 

1 

i a 

a 

65 

100 

i 

+0.41 

3.3 

9 

20 

16.0 

a 

62 

1 colorles 

i ” 

it 

65 

100 

+0.17 

3.5 

10 

20 

16.5 

a 

50 

tt 

1 n 

a 

65 

100 

+0.00 

a6 

11 

20 

17.0 

a 

34 j 

i ” 

i » 

a 

65 

100 

-0.17 

3.9 

12 

20 

17.5 

a 

33 

tt 

n 

it 

59 

90 j 

-0.41 

4.1 

13 

1 

20 

18.0 

a 

58 

a 

a 

a 

59 

90 

-0.58 

4.7 

14 

20 

18.5 

a 

46 

a 

a 

tt 

58 

89 

-0.68 

5.1 

15 

20 

19.0 

if 


light 

brown 

tt 

ft 

58 

89 

-0.84 

5.5 

16 

20 

19.5 

it 


tt 

a 

a 

58 

89 

-1.02 

5.6 

17 

20 

20.0 

it 

67 

ff 

it 

if 

58 

89 

-1.30 ! 

j 

5.8 

18 

20 

22.5 

tt 


brown 

tf 

tt 

21 

32 

-1.60 

6J8 

19 

20 

25.0 

ft 


tf 

tt 

brown 

10 

15 

-2.00 

6.9 

20 

20 

30.0 

turbid 


a 

clear 

a 

0 

0 


7.6 

21 

20 

t 

35.0 

clear 


1 ” 

a 

a 

0 

0 


8.5 


(Isoelectric pH 3.6) 
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Relation between the electrical charge and the degree Relation between the electrical charge and the degree 

of flocculation of mixtures with various ratios of flooculation of mixtures with various ratios 

of constituents of constituents 

(NazSiOj+FeClj-f Na humatej (Na 2 SiC>3+FeCli+Na humate) 
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Si : Fe : Hum. (millimols) 
5 2.5 0.3 

5 2.5 0.5 

5 2.5 1 

5 23 2 

5 >2.5 4 



Fig. 9. 

Relation between the electrical charge and the degree of flocculation 
of mixtures with various ratios of constituents. 

(Na 2 SiOu-fFeCli+Na-humate) 

The first isoelectric point in these mixtures lay between about 
pH 3.0 to 6.3. The lower isoelectric point occurs in the mixtures 
with higher acidoid-amphoteloid ratios, whereas the higher point occurs 
in those with lower ratios. The reason for this has already been 
explained. In the case of aluminum “ silico-humates ” with different 
concentrations of constituents the first isoelectric point lay between 
pH 4.0 and 6.4, whereas ferric “ silico-humates ” showed the point to 
be at a lower pH value, such as pH 3.0 to 6.3. This depends on the 
fact that iron is the amphoteloid which is a stronger acidoid than 
aluminum. 

The second isoelectric point in the aluminum system appeared 
clearly between pH 2.5 and 3.5, while in ferric system it scarcely 
appeared except in the case of the mixtures which have higher concen- 
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TABLE 52. 

The concentration of constituents and the isoelectric pH 


No. 


SiO* : Fe*0* : Humus 
(millimol ratio) 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 
21 
22 
23 


1.3 

25 

5 

10 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

1.3 

2.5 

5 

10 

5 

5 

5 

5 

5 


2.5 

2.5 

2.5 


2.5 


0.6 

1.3 


2.5 

5 

10 


2.5 


1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0.3 


2.5 

2.5 

2.5 

25 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 


0.5 

1 



1 

1 

1 

1 

0.3 


0.5 

1 

2 

4 


Is/ isoelec. pH 


2nd isoelec. pH 


5.8 

4.5 

4.0 


3.7 


3.0 

3.4 

40 

4.6 


5.6 


5.4 


4.3 

4.0 
3.8 

3.4 

6.2 

55 

4.6 

3.8 

6.3 

5.0 

4.6 

3.9 

3.6 


I 


1.7 

1.6 


tration of humus, i. e., 2 to 4 millimols, and higher humus-iron 
ratio, i. e., about 1 to 2. Thus the influence of the concentration of 
humus or of the humus-iron ratio upon the occurrence of the second 
isoelectric point will depend on the characteristics of humus as pre- 
viously mentioned. 

The formation of flocculates was most favorable at the first iso- 
electric point ; on the other hand, the percentage of the amount of 
flocculates formed at the second point compared to that of flocculates 
at the first point was only about 70 to 90 per cent. 

In all the mixtures electropositive maxima appeared at a certain 
hydrogen-ion concentration. Figures 7 to 9 bring out an interesting 
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relationship between electropositive maxima and hydrogen-ion concen- 
trations. In the aluminum system the maxima coincided with pH 
of 3.5 to 3.7, whereas the ferric system attained a maximum positive 
charge at pH between about 2 and 3. At this pH range mixtures 
dispersed most highly, so that the formation of flocculates was strongly 
prevented, and in some cases, appeared solutions having a molecular 
high dispersion. 

The pH value at a maximum charge and the dispersity of mixtures 
were strongly influenced by concentration ratios of acidoids and am- 
photeloids, as seen in the aluminum system. 

At the ratio of Si0 2 : Fe 2 0 3 : Humus =5 : 5 :<2 (Humus/Fe 2 0 3 = <0.4 ), 
5 : 2.5 <1 (Humus /Fe 2 0 3 =< 0.4), >1.3 : 5 : 1 (SiO 2 /Fe 2 O 3 =>0.25) or 
5: >2.5:1 (Si0 2 / Fe 2 O 3 =<2.0) in mixtures, the flocculation never 
appeared near the pH at a maximum charge. Beyond these points, at 
still lower pH values, the flocculation appeared again, and the floccu- 
late decreased its positive charge when the hydrogen-ion concentration 
was increased. These phenomena are graphically shown in figures 
7 to 9, in which was indicated that lowering the acidoid-amphoteloid 
ratio in mixtures narrows the zone of the flocculation at different 
hydrogen-ion concentrations. 

Further, it was determined whether the percentage of the amount 
of flocculated constituents at the first isoelectric point is influenced 
by the change of their concentration in mixtures. 

The relationship between the ratio of the three constituents in 
mixtures and that of flocculates at the first isoelectric point is shown 
in table 53. 

The results obtained here also showed a similar tendency to the 
case of the aluminum system. That is, the added iron and humus 
always entered almost completely into flocculates, while silicon was 
remarkably affected by the concentration of these three constituents 
and their ratios in mixtures. 

The percentage ot silicon which was flocculated decreased in a 
direct proportion to concentrations of silicon and humus in mixtures, 
but in a reverse relation to that of iron. It is therefore indicated 
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TABLE 53. 

Relation between mutual ratios of constituents in mixtures and 
composition ratios of fioccutates at isoelectric points 

The (Na 2 SiO li +FeCl J ) +Na-humate — System 


No. 

Si0 2 : Fe*0 1 : Humus 

millimol ratio 

Si0 2 in floe. 

FegO, 

floe. 

in 

Humus in 
floe. 

In floe, 

Si0 2 : F^Oi: Humus 
millimol ratio 

8 ! Y> 

8 

Yo 

8 

** 

1 

1.3 

: 2.5 

: 1 

0.0061 

63 

0.0393 

98 

0.0285 

100 

0.3 

: 1.0 

0.4 

2 

2.5 

: 2.5 

: 1 

0.0116 

60 

0.0385 

96 

0.0282 

99 

0.6 

: 1.0 

0.4 

3 

5 

: 2.5 

: 1 

0.0228 

59 

0.0397 

99 

0.0285 

100 

1.2 

: 1.0 

0.4 

4 

10 

: 2.5 

: 1 

0.0363 

47 

0.0401 

100 

0.0279 

98 

1.9 

: 1.0 

0.4 

5 

5 

: 0.6 

: 1 

0.0155 

40 

0.0101 

100 

0.0282 

99 

3.2 

: 1.0 

1.6 

6 

5 

* 1.3 

: 1 

0.0170 

44 

0.0192 

96 

0.0285 

100 

1.8 

: 1.0 

0.8 

7 

5 

: 2.5 

: 1 

0.0228 

59 

0.0397 

99 

0.0285 

100 

1.2 

: 1.0 

0.4 

8 

5 

: 5 

: 1 

0.0259 

67 

0.0794 

99 

0.0285 

100 

0.7 

: 1.0 

0.2 

9 

5 

: 10 

: 1 

0.0321 

83 

0.1604 

100 

0.0282 

99 

0.4 

: 1.0 

0.1 

10 

5 

: 2.5 

: 0.3 

0.0282 

73; 0.0393 

98 

0.0071 

100 

1.4 

: 1.0 

0.1 

11 

5 

: 2.5 

: 0.5 

0.0271 

70 

0.0401 

100 

0.0143 

100 

1.4 

: 1.0 

0 2 

12 

5 

: 2.5 

: 1 

0.0228 

59 

0.0393 

98 

0.0279 

98 

1.2 

: 1.0 

0.4 

13 

5 

: 2.5 

: 2 

0.0220 

57 

0.0401 

100 

0.0564 

99 

i.i 

: 1.0 

0.8 

14 

5 

: 2.5 

: 4 , 

0.0205 

53 

0.0401 

100 

0.1140 

100 

1.0 

: 1.0 

1.6 

15 

1.3 

: 5 

: 1 1 

0.0074 

76 

0.0802 

100 

0.0285 

100 

0.2 

: 1.0 

0.2 

16 

2.5 

: 5 

: 1 

0.0130 

67 1 0.0794 

99 

0.0274 

96 

J 0.3 

: 1.0 

0.2 

17 

5 

: 5 

: 1 

0.0240 

62 

0.0786 

98 

0.0279 

98 

0.6 

: 1.0 

0.2 

18 

10 

• 5 

: 1 

i 

0.0441 

57 

0.0802 

100 

0.0279 

. ^ 

: u 

: 1.0 

02 

19 

5 

: 5 

: 0.3 

0.0309 

80 

0.0802 

100 

0.0071 

100 

1 0.8 

: 1.0 

0.05 

20 

5 

: 5 

: 0.5 

0.0305) 

79 

0.0802 

100 

0.0143 

100 

0.8 

: 1.0 

0.1 

21 

5 

: 5 

: 1 

0.0259 

67' 0.0778 

97 

0.0285 

100 

0.7 

: 1.0 

0.2 

22 

1 5 

: 5 

: 2 

0.0251 

65 

0.0802 

100 

0.0559 

! 98 

i 

0.7 

: 1.0 

0.4 

23 

5 

: 5 

: 4 

0.0216 

56 

0.0794 

1 99 

0.1117 

t 98 

0.6 

: 1.0 

0.8 


that the percentage of silicon which entered into flocculates in its 
original quantity is affected by the acidoid-amphoteloid ratio, and the 
higher the ratio, the lower the percentage. 

In comparison with results obtained in the aluminum and ferric 
system the following facts are shown. 

In the aluminum and ferric system with different concentrations 
of three constituents the formation of flocculates of aluminum or ferric 
“ silico-humates ” was observed at certain hydrogen-ion concentrations, 
however, the pH zone of the flocculation was modified by the change 
of the mutual ratio of constituents. 
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At any ratio of constituents, in both the aluminum and ferric 
systems, the isoelectric point always appeared, but the position of 
the point was varied by each concentration and the mutual ratio of 
the three constituents in mixtures. The influence of the acidoid-am- 
photeloid ratio upon the modification of the isoelectric pH was stronger 
than that of the absolute concentration of constituents. 

The curve showing the relation between the isoelectric pH and 
the mutual 'ratio of constituents in both systems is given in figure 10. 



Fig. 10. 

Relation between isoelectric pH and ratios of constituents in mixtures. 


In any case, the increase of the acidoid-amphoteloid ratio lowered 
the isoelectric pH, and the humus-sesquioxide ratio affected more 
strongly the Change of the isoelectric pH than in the silica-sesquioxide 
ratio. At the same acidoid-amphoteloid ratio the ferric system showed 
a lower isoelectric pH than that of the aluminum system. 
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The formation of flocculates took place most favorably at the 
first isoelectric point, and their smaller amount was formed at the 
second isoelectric point. In the ferric system, however, the second 
point appeared only in mixtures with higher humus content and 
higher humus-iron ratio. The second point, which appeared always 
in the aluminum system, lowered with increase of the acidoid- 
amphoteloid ratio. 

There were maximum points of the electropositive charge, at the 
pH of 3.4 to 3.7 in the aluminum system and at the pH of about 2 to 3 
in the ferric system. At the zone of these pH, mixtures showed the 
highest dispersity. The degree of the dispersion was affected by the 
acidoid-amphoteloid ratio of mixtures, and the extreme lowering of 
the ratio dispersed the mixture to the degree of the molecular high 
dispersion. It was seen consequently that lower acidoid-amphoteloid 
ratios narrowed the pH zone of the flocculation. 

When humus, silicon and aluminum or iron were mixed together 
in any concentration and proportion, the constituents except silicon 
always entered almost complete into flocculates at the isoelectric point, 
while the percentage of silicon flocculated to its original quantity is 
affected by the acidoid-amphoteloid ratio, and the higher the ratio, 
the lower the percentage. 

In the foregoing experiment the Cl-ion has represented a part of 
the mineral anion in mixtures because of the application of chlorides 
of iron and aluminum. If their sulfates are employed instead of the 
chlorides, the SO«-ion will show the following behaviour according to 
its characteristics. Since the S0 4 -ion is less dissociated by complexes 
than is the monovalent Cl-ion, a greater proportion of the S0 4 -ion 
must be present in mixtures in order to make the anionic dissociation 
balance with the cationic dissociation at the isoelectric pH of mixtures. 
Consequently the isoelectric point of sulfated mixtures should be lower 
than that of the chloridated mixtures. 
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D. Summary 

This chapter dealt with the interaction between humus substances 
and silicon, iron and aluminum, which are the main mineral con- 
stituents in soil colloids. 

From the observation of various phenomena which took place by 
mutual mixing of these constituents of soil colloids under different 
conditions an attempt was inductively made to study the condition of 
the formation of humus complexes with other constituents. The 
samples of silicon, iron and aluminum were applied in the form of 
Na 2 Si0 3 , FeCl 3 -6H 2 0, and A1C1 3 -6H 2 0 respectively, and Merck’s 
humic acid was used as the sample of humus substances. 

The interaction among these substances and the composition of 
flocculates formed were examined under the following various con- 
ditions. 

1. Varying the concentration of constituents and their ratio in 
mixtures. 

2. Varying the hydrogen-ion concentrations in mixtures. 

3. Varying the order of mixing these constituents in mixtures. 

The results obtained are briefly shown as follows: 

The interaction among these constituents was observed, that is, 
their isoelectric flocculation took place at a certain hydrogen-ion concen- 
tration. Beyond this isoelectric point, at still lower or higher pH 
values, the flocculation was gradually prevented with change of pH 
values of mixtures, and the dispersity also increased with the moving 
of pH of mixtures from the isoelectric point, and at lower or higher 
pH a molecular high dispersion appeared. 

Properties of flocculates consisting of these constituents differed 
from those of the originals. 

The formation of flocculates and their amount and electrical 
charge were influenced by the concentration of constituents and their 
ratio in mixtures. 

The change of order of mixing these constituents, however, showed 
no noticeable influence upon the formation of flocculates. 
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The isoelectric point of flocculates was lowered with higher 
concentration of acidoids, such as silicon and humus, in mixtures, while 
proportional to that of amphoteloids, such as aluminum and iron. In 
other words, the higher concentration of silicon and humus in mixtures 
formed a favorable flocculate at lower pH values. 

The isoelectric point of flocculates was more depressed by increase 
of humus than that of silicon. Humus displaced, therefore, to more 
acidic side the favorable reaction for the formation of flocculates, in 
comparison with silicon. 

Ferric “ silico-humates ” were always flocculated isoelectrically at 
lower pH than the case of aluminum “ silico-humates ” having the 
same ratio of the three constituents to the former. 

More humus entered easily into isoelectric flocculates than silicon. 

The electric conductivity of these three constituents in mixtures 
was most strongly lowered at the isoelectric point, causing the most 
favorable entrance into flocculates at this point. 

Higher concentration of amphoteloids, such as iron and aluminum, 
in mixtures did not only make the wider pH zone of the flocculation 
which takes place near the isoelectric point, but also enlarged the pH 
zone of the dissolution of flocculates at acidic side of the isoelectric 
point. On the contrary, acidoids, such as silicon and humus, narrowed 
the zone of the flocculation and of the dissolution. 

In short, when these constituents, i. e., humus, silicon and alumi- 
num or iron were mixed together under certain conditions, they 
made the interaction with one another and flocculated isoelectrically 
at certain hydrogen-ion concentrations. Their interaction was observed 
in detail under various conditions. 
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in. INTERACTION BETWEEN SOIL COLLOIDS 
AND HUMUS SUBSTANCES 

A. Experimental 

The preceding chapter showed numerous suggestions on the mutual 
action of humus substances and soil forming mineral constituents in 
their mixtures under various conditions. 

The present experiment treats of the interaction between mineral 
soil colloids and humus substances. One of the objects of this paper 
is to show, by means of chemical and physico-chemical investigations, 
whether humus substances in soils exist only in forms of mixtures 
with other components or in a certain chemical combination with 
mineral soil particles. At the same time it is also important to know 
under what conditions humus substances are fixed most favorably 
by soil mineral colloids. 

It was observed in the above experiment that humus substances 
flocculate with iron or aluminum forming a new complex whose nature 
differs from that of each these materials. Further, 'when humus 
substances are added to soils, will any colloid-chemical change between 
the substances take place ? On these problems the experiment in this 
chapter was conducted. 

Studies on the coagulation of zeolite- and soil suspensions by 
ampholytes like aluminum and iron salts and on their isoelectric re- 
lations were carried out by Mattson and his co-workers 43 ’ 83> , and it 
was shown that these amphoteric compounds entered so clearly into 
combination with colloidal clays that the chemical and colloid-chemical 
nature of clay particles was changed to some extent. 

The fact that humus substances and clay particles react pro- 
tectively with each other under certain conditions and thereby the stabili 
ty of the mixture is increased, has already been observed' 16 ’ 61 '. Since 
this action is owing to the same sign of their electrical charge, it does 
not always take place in any hydrogen-ion concentration, because of 
amphoteric nature of clay particles. Demolon and Barbier, in their 
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experiment u \ have observed that humic acids in the state of humate 
solutions were fixed by various quantities of clays and formed homo- 
geneous flocculates when a concentration of electrolytes in the mix- 
ture was sufficiently high. 

In the following experiment it was, therefore, determined that 
humus substances are fixed to some extent by colloidal particles of 
various soils under conditions of different pH values and of various 
concentrations of these substances. The sample of soil colloids used 
was the hydrogen-clay suspension with a diameter of less than about 
1 n, which was separated by the sedimentation method from the soils 
derived from sandstone-shale and andesite soils in Taiwan, namely, 

D. 370 Taihoku-syu, Mt. Sitisei, 500 m Height, humus soil, 
andesite soil. 

D. 375 Taihoku-syu. Kaizan-gun, lateritic soil, sandstone-shale 
soil. 

D. 435 Taihoku-si, Tomita-mati, sandstone-shale soil. 

D. 436 Sintiku-syu, Tyureki-gun, lateritic soil, sandstone-shale 
soil. 

These hydrogen-clay suspensions were prepared by means of electro- 
dialysis using a Mattson’s cell for long days. As the sample of 
humus substances, Merck’s humic acid was employed in the form of 
the nearly neutralized Na-humate solution, in which the humic acid 
combines equivalently with sodium hydroxide as described in previous 
experiment. 

A known quantity of the hydrogen-clay was mixed with different 
concentrations of the Na-humate solution and the mutual action be- 
tween these substances was examined at different hydrogen-ion 
concentrations. The experimental procedure is as follows : Accurately 
measured portions of the hydrogen-clay suspension with a known 
concentration, and of the Na-humate solution with a different concen- 
tration to be mixed, were placed in separate flasks. The mixing was 
rapidly done by pouring the contents of one of the flasks into the 
other and then back into the first, then again into the second, and 
finally into a large Jena test tube. The pH value in mixtures was 
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adjusted by adding hydrochloric acid before mixing these solutions. 

The flocculations after the solutions were mixed and after they 
were allowed to stand over night are recorded in tables. From the 
supernatant liquid was determined the pH values by means of the 
chinhydrone method, the tube was then shaken and the cataphoresis 
measurements were made by means of Mattson’s cataphoretic 
apparatus. 

First of all, the relation between the stability of the Na-humate 
solution and hydrogen-ion concentrations was examined, and it was 
determined at what pH values the flocculation of humic acids takes 
place. Although there are the studies of Oden 47 ', Ostwald and Stei- 
ner' 49 ' on the influence of electrolytes upon the flocculation of humic 
acids, the relation between the stability and the pH of mixtures has 
to be further examined. 

The results obtained are shown in tables 54 to 57. 

TABLE 54. 

Relation between the flocculation of humate solutions and hydrogen-ion concentrations 

(0.10?$ humus solution) 

A. 20 cc. of Na-humate solution containing 0.04g humic acid 

B. Distilled water 


No. 

Soln. 

Soln. B, 
20 cc.-f 

After 

mixing 

After a few 
hours 

Over night 

pH 

A 

cc. 

HC1 

millmols 

Appear- 

ance 

Color of 
supernatant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
supernatant 
liquid 

Ratio 

of 

floe. 

1 

20 

0.0 

clear 

brown 

clear 

brown 

0 

7.6 

2 

20 

5.0 

ft 

99 

99 

99 

0 

4.8 

3 

20 

10.0 

99 

99 

turbid 

99 

0 

2.8 

4 

20 

15.0 

turbid 

99 

ppt 

light 

brown 

60 

2.0 

5 

20 

17.5 

ppt 

light 

brown 

99 

yellow 

80 

2.1 

6 

20 

200 

9t 

yellow 

99 

light 

yellow 

95 

2.1 

7 

20 

25.0 

99 

light 

yellow 

99 

99 

98 

2.0 

8 

20 

30.0 

99 

99 

99 

1 

' ” 

1 

98 

1.9 

9 

20 

40.0 

99 

99 

99 

1 

99 

99 

1.9 

10 

20 

60.0 

99 

99 

I 

99 

99 

99 

1.8 

11 

20 

100.0 

,, 

99 

99 

99 

99 

IM 
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TABLE 55. 

Relation between the flocculation of humate solutions and hydrogen-ion concentrations 

(0.05?$ humus solution) 

A. 20 cc. of Na-humate solution containing 0.02 g humic acid. 

B Distilled water. 


No, 

Soln. 

A 

cc. 

Soln. B, 
20cc.+ 
HC1 

millmols 

'After 

mixing 

After a few 
hours 


Over night 

1 

t 

Ratio 
of j 
floe. 

PH 

Appear- 

ance 

Color of 
supernatant 
liquid 

Appear- 

ance 

| Color of ( 
supernatant 1 

1 liquid I 

1 

20 

0.0 

clear 

brown 

i 

| clear 

1 

1 brown 

0 

7.2 

2 

20 

| 5.0 

77 

77 

1 ” 

1 

i 

0 

3.1 

3 

20 

10.0 

77 

77 

1 

77 

! » 

0 

2.3 

4 

20 

I 15.0 

turbid 

77 

' PPt 

yellow 

80 

2.0 

5 

20 

17.5 

77 

77 

77 

77 

85 1 

2.0 

6 

20 

1 20.0 

PPt 

yellow 

77 

light 

yellow 

99 

1.9 

7 

20 

25.0 

77 

light 

yellow 

77 

77 i 

99 

1.9 

8 

20 

| 30.0 

77 

77 

1 77 

77 

99 

i « 

9 

20 

40.0 

77 

77 

77 

77 

99 

LB 

10 

20 

60.0 

77 

77 

77 

” I 

99 

' 1.8 

1 


TABLE 56. 

Relation between the flocculation of humate solutions and hydrogen-ion concentrations 

(0.025^ humus solution) 

A. 20cc. of Na-humate solution containing 0.01 g humic acid. 

B. Distilled water. 


No. 

Soln. 

Soln. B, 
20 cc.+ 

After 

mixing 

After a few 
hours 

Over night 



A 

cc. 






pH 

HC1 

millmols 

Appear- 

ance 

Color of 
supernatant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
supernatant 
liquid 

Ratio 

of 

floe. 

1 

20 

0.0 

clear 

brown 

clear 

brown 

0 

7.0 

2 

20 

5.0 

77 

77 

77 

77 

0 

2.9 

3 

20 

10.0 

77 

77 

turbid 

77 

0 

2.5 

4 

20 

12.5 

77 

77 

ppt 

light 

yellow 

92 

2.3 

5 

20 

15.0 

PPt 

77 


77 

93 

22 

6 

20 

17.5 

77 

yellow 


” 

1 94 

22 

7 

20 

20.0 

77 

77 

77 i 

77 

| 

95 

2.1 

8 

20 

22.5 

77 

77 

77 


96 

2.1 

9 

20 

25.0 

I » 

77 

77 

77 1 

1 

97 

2.0 

10 

20 

50.0 

77 

colorles 

” 1 

” 

99 

2.0 

11 

20 

100.0 

77 

77 

1 

77 j 

77 

99 

1.9 
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TABLE 57. 

Relation between the flocculation of humate solutions and hydrogen-ion concentrations 

(0.005*4 humus solution) 

A. 20 cc. of Na-humate solution containing 0.002 g humic acid. 

B. Distilled water. 


No. 

Soln. 

A 

cc. 

Soln. B, 
20cc.+ 
HQ 

millmols 

After 

mixing 

After a few 
hours 

Over night 

pH 

Appear- 

ance 

Color of 
supernatant 
liquid 

Appear- 

ance 

Color of 
supernatant 
liquid 

Ratio 

of 

floe. 

1 

20 

0.0 

clear 

yellow 

clear 

yellow 

0 

6.7 

2 

20 

5.0 

v 

a 

it 

a 

0 

2.7 

3 

20 

10.0 

ft 

n 

turbid 

a 

0 

2.4 

4 

20 

15.0 

turbid 

n 

ppt 

colories 

97 

2.2 

5 

20 

20.0 

11 

a 

a 

a 

97 

2.1 

6 

20 

25.0 

11 

if 

a 

a 

98 

2.1 

7 

20 

30.0 

11 

it 

tt 

• it 

98 

2.0 

8 

20 

50.0 

it 

ft 

a 

it 

99 

2.0 

9 

20 

100.0 

n 

a 

a 

it 

99 

1.9 


The stability of the clear black colored solution with various 
concentrations of Na-humate decreased gradually with increase of hydro- 
gen-ion concentrations, and a large part of the content flocculated 
suddenly as soon as its reaction reached a certain pH value. In concen- 
trations of 0.1 to 0.005 per cent of humus the pH zone of floccu- 
lation of the humate solution lay at lower pH than that of about 2.3 
to 2.4. The pH zone of the flocculation was not noticeably moved by 
the difference in concentrations of humus. 

In the experiment with colloidal humic acids, Kawamura and 
Saito' 32 ' have observed that the suspension containing 0.1176 per cent 
of humic acids brought about a marked flocculation below about pH 
2.7. From the above results it was, therefore, seen that humus in 
these both states, i. e., solutions and suspensions, is flocculated at' the 
zone of lower pH than about 2.3 to 2.7. 

Next, as a preliminary test, suspensions of hydroxides of alumi- 
num and iron which were prepared freshly from their chlorides and 
were purified by means of electrodialysis were employed instead of 
clay particles. A known quantity of the hydroxide suspension was 
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mixed with the solution containing varying quantities of Na-humate 
at various hydrogen-ion concentrations which were previously adjusted 
by adding hydrochloric acid or sodium hydroxide before the mixing 
of these solutions. Particles in the suspension of the hydroxides were 
prepared less than 1 ;<■ in diameter by means of sedimentation method. 
The flocculation, pH, isoelectric point and fixation of humus, etc. 
were examined. 

The results obtained are given in tables 58 to 63. 

Humus substances were flocculated with mineral colloids at a 
definite hydrogen-ion concentration of mixtures. In the ferric system 
the amount of flocculated humus substances increased in a reverse 
proportion to pH values and reached a constant value at a certain 
pH, whereas in the aluminum system the maximum point of the floc- 
culation of humus substances took place at a certain pH value. The 
flocculation resulting from mixing of the humate solution and the sus- 
pension of the hydroxides was also isoelectrical, and near the isoelectric 
point the most favorable flocculation of these substances took place. 


TABLE 58. 


Interaction between ferric hydroxide suspensions and Na-humate solutions 


Humus (mg) 

1 m. mol/L Fe(OH), 


ratio =500 


A. 20 cc. of Na-humate solution containing 0.020 g humic acid. 

B. 20cc. of 2 m. mols/L Fe(OH)j suspension. 


No. 

Solution B 
+ HCI 
millimols 

i Over night, j 
1 turbidity of 

1 supernatant 
| solution 

Cataphoresis 
y/sec./v cm. 

pH 

Per cent of 
humus fixed 
by iron 

1 

0.0 

100 

-1.20 

72 

0 

2 

2.5 

95 

-1.05 

| 3.7 

5 

3 

5.0 

20 

-0.85 j 

32 

80 

4 

7.5 

10 

-0.63 

2.8 . 

90 

5 

10.0 

0 

-0.35 1 

2.6 

100 

6 

15.0 

0 

-0.20 

I 24 

100 

7 

20.0 

0 

-0.10 

2.1 

100 

8 

30.0 

0 

+0.05 

2.0 j 

100 

9 

40.0 

0 

+0.30 

1.8 

100 


50.0 

■ 

1 0 

+0.45 

1.7 i 

100 


(Isoelectric pH 2.0) 
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TABLE 59. 


Interaction between ferric hydroxide suspensions and Na-humate solutions 
Humu s (mg) .. 

1 m. mol/L Fe(OH), raUo " 

A* 20 cc. of Na-humate solution containing 0.002 g humic acid 
B. 20 cc. of 2 m. mols/L Fe(OH) a suspension. 


No. 

Solution B+HC1 

millimols 

Over night, 
turbidity of 
supernatant 
solution 

Cataphoresis 

ji/sec/v/cm. 

PH 

Per cent of 
humus fixed 
by iron 

1 

0.0 

100 

-1.76 

7.1 

0 

2 

0.5 

100 

-0.68 

4.5 

0 

3 

1.0 

100 

-0.58 

3.3 

0 

4 

1.5 

100 

-0.55 

3.1 

0 

5 

2.0 

55 

-0.43 

2.8 

45 

6 

2.5 

30 

-0.34 

2.6 

70 

7 

5.0 

10 

-0.20 

2.5 

90 

8 

7.5 

0 

±0.00 

2.4 

100 

9 

10.0 

0 

+0.05 

2.3 

100 

10 

12.5 

0 

+0.10 

2.3 

100 


(Isoelectric pH 24) 


TABLE 60. 


Interaction between ferric hydroxide suspensions and Na-humate solutions 

Humus (mg) .. _ 

ffT ~ XT' r\ rr — ratio = 12.5 

1 m. mol/L Fe v OH)i 

A. 20 cc. of Na-humate solution containing 0.0005 g humic acid. 

B. 20cc. of 2 m. mols/L Fe(OH) 3 suspension. 


No. 

Solution B+HC1 

millimols 

Over night, 
turbidity of 
supernatant 
solution 

Cataphoresis 

n/sec/v/cm. 

PH 

Per cent of 
humus fixed 
by iron 

1 

0.0 

10 

-1.36 

7.1 

0 

2 

02 

10 

-0.93 

6.7 

0 

3 

0.3 

0 

-0.85 

5.1 

100 

4 

0.5 

0 

-0.44 

4.5 

100 

5 

1.0 

0 

-0.33 

3.8 

100 

6 

1.5 

0 

-0.21 | 

3.4 

100 

7 

2.0 

0 

-0.05 | 

I 3.1 

100 

8 

2.5 

0 

±0.00 

2.9 

100 

9 

5.0 

0 

+0.10 

i 2.6 

100 

10 

7.5 

0 

+0.27 

2.4 

100 

11 

| 10.0 

0 

+0.40 

2.3 

100 

12 

12.5 

0 

+.043 

22 

100 


(Isoelectric pH 2.9) 





Studies on Humus-Clay Complexes 


83 


TABLE 61. 


ratio— 250 


Interaction between aluminum hydroxide suspensions and Na-humate solutions 
Hum us (mg) 
lm.mol/L Al(OH) i 

A. 20 cc. of Na-humate solution containing 0.01 g humic acid. 

B. 20 cc. of 2 m. mols/L Al(OH)j suspension. 


No. 

; 

Solution B+HC1 

millimols 

Over night, 
turbidity of 
supernatant 
solution 

Cataphoresis 

p/sec./v/cm. 

pH 

Per cent of 
humus fixed 
by aluminum 

1 

5.0 

54 

+ L36 

2.9 

46 

2 

2.0 ; 

28 

+ 1.00 

4.3 

72 

3 

1.0 

0 

+0.14 

6.3 

100 

4 

0.8 

0 

-0.04 

6.5 

100 

5 

0.5 

0 

-0.41 

6.6 

100 

6 

0.4 

1 

-0.80 

6.7 

99 

7 i 

0.3 

1 

-0.94 

6B 

99 

8 

0.0 

5 

-1.20 

7.0 

95 

9 

0.1 

NaOH 

45 

-1.36 

7.1 

55 

10 

0.2 

NaOH 

64 

-1.53 

i 

72 

36 

11 

0.3 

NaOH 

82 

-1.74 

7.4 

18 

12 

0.4 

NaOH 

91 

-1.80 

7.5 

9 


l Isoelectric pH 6.5) 

TABLE 62. 

Interaction between aluminum hydroxide suspensions and Na-humate solutions 


. i it Ahnm ratio = 50 

1 m. mol/L Al)OH)i 

A. 20 cc. of Na-humate solution containing 0.002 g humic acid. 

B. 20 cc. of 2 m. mols/L Al(OHi suspension. 


No. 

Solution B+ 
NaOH 
millimols 

Over night, 
turbidity of 
supernatant 
solution 

Cataphoresis 

p'sec./v'cm. 

PH 

Per cent of 
humus fixed 
by aluminum 

1 

0.0 

100 

+1.40 

5.8 

0 

2 

<u 

100 

+ 1.02 

6.0 

0 

3 

0.2 

95 

+0.84 

62 

5 

4 

0.3 

90 

+0.68 

6.3 

10 

5 

0.4 

10 

+0.51 

6.4 

90 

6 

0.5 

8 

+0.41 

6.5 

92 

7 

0.8 

0 

+0.34 

6.5 

, 100 

8 

1.0 

0 

+0.05 

6.7 

100 

9 

2.0 

3 

-0*41 

9.1 

97 

10 

3.0 

8 

-1.02 

9.9 

92 

11 

5.0 

95 

-1.16 

10.8 

5 

12 

7.5 

95 

-1.35 

10.9 1 

5 

13 

10.0 

95 

-1.42 

11.6 1 

5 


(Isoelectric pH 6.9) 
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TABLE 63. 


Interaction between aluminum hydroxide suspensions and Na-humate solutions 
Humus (mg) 

TTm. mol/LAl (OH U 


ratio— 12.5 


A. 20 cc. of Na-humate solution containing 0.0005 g humic acid. 

B. 20 cc. of 2 m. mols/L AltOHh suspension. 


No. 

Solution B+ 

1 NaOH 

millimols 

Over night, 
turbidity of 
supernatant 
solution 

Cataphoresis 

y/sec./v'cm. 

pH 

Per cent of 
humus fixed 
by aluminum 

1 

0.0 

75 

+1.30 

5.5 

25 

2 

0.1 

80 

+ 125 

5.7 

20 

3 

0.3 

80 

+ 1.18 

5.8 

20 

4 

0.5 

75 

+ 1.10 

6.1 

25 

5 

0.8 

20 

+ 1.02 

6.4 

80 

6 

1.0 

0 

+0.84 

6.4 

100 

7 1 

1.3 

0 

+0.58 

6.7 

100 

8 i 

1.5 

0 

+0.00 1 

7.9 

100 

9 1 

2.5 

95 1 

—0.58 

9.8 

5 

10 

4.0 | 

98 

-0.83 

10.1 

2 

11 1 

5.0 ; 

95 

-1.36 

10.3 

5 

12 

10.0 j 

7 , 

-1.80 

10.9 

93 


(Isoelectric pH 7.9 j 


The isoelectric point was modified by varying the humus-hydroxide 
ratio, that is, the higher ratio showed lower pH of the isoelectric point. 
The relation between the isoelectric point and the humus-hydroxide 
ratio is shown as follows : 


In the ferric system In the aluminum system 


Humus (mg) 

lm.mol/LFe(OH), ' 

Isoelec. 

pt. 

__ __Humus_(mgj 

lm.mol/L Al(OH) ra 10 » 

Isoelec. 

Pt 

500 

2.0 

250 

6.5 

50 

2.4 

50 

6.9 

12.5 

2.9 

12.5 

7.9 


The change of the isoelectric point depending upon the humus- 
hydroxide ratio and the difference of the isoelectric point between the 
ferric and aluminum system can be explained by the same reason 
mentioned in the second chapter. It can be accordingly said that 
suspensions of aluminum and iron interact with humate solutions, just 
as their respective solutions interact. 
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Further, the experiment concerning the interaction beween soil 
colloidal suspensions and humate solutions was held as shown in the 
following. 

The sample of soil colloids, the method of the preparation of 
hydrogen-clay suspensions and the experimental procedure are 
described at the beginning of this chapter. 

The results are shown in tables 64 to 78. 

The stability of soil colloidal suspensions which were mixed with 
different concentrations of the Na-humate solution was changed by 
hydrogen-ion concentrations in mixtures, that is, the stability of the 
mixtures decreased with increase of hydrogen-ion concentrations and 
finally the flocculation of these substances was appeared. 

Demolon and Barbier' 12 ' also examined concerning the floccu- 
lation of humic acids in soil suspensions at various pH values and 
obtained the following result : 


pH of mixtures 3.85 

Humus fixed, per) Qfin 
100 humus added ji 


5.0 5.9 6.95 

80.8 72.6 62.8 


7.25 

53.7 


7.55 

46.5 


8.5 

20.5 


TABLE 64. 


Interaction between soil colloidal suspensions and Na-humate solutions 


Humus {%)_ 
Clay (g) 


ratio — 


10 


Soil sample: D. 370, Andesite soil 


A. 20 cc. of Na-humate solution containing 0.003 g humic acid. 


B. 20 cc. of clay suspension containing 0.03 g clay. 


No. 

HC1 in the 
system, 

| millimols 

Over night, 
turbidity of 
supernatant 
solution 

Electrical 

charge 

! 

ph ; 

Per cent of 
| humus fixed by 
, soil colloid 

1 

0.0 

100 

— 

6.7 

o 

2 

0.5 

90 

- 

3.6 I 

10 

3 

1.0 

3 


a4 

97 

4 

1.5 

0 


3.1 

100 

5 

2.0 

0 


2.9 

100 

6 

2.5 

0 


2.8 

100 

7 

5.0 

0 


2.6 

100 

8 

10.0 

0 


22 

100 

9 

15.0 

0 

— 

2.0 

100 

10 

20.0 

0 

- 

1.9 

100 

11 

25.0 

0 


1.8 

100 

12 

50.0 

0 

? 

1-8 

i 

100 
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TABLE 65. 


Interaction between soil colloidal suspensions and Na-humate solutions 


Humnsfg) 


Clay (g) 


— ratio= 


2 


Soil sample: D. 370, Andestite soil 

A. 20 cc. of Na-humate solution containing 0.015 g humic acid. 

B. 20 cc. of clay suspension containing 0.03 g clay. 


No. 

1 HCl in the 
system, 
millimols 

Over night, 
turbidity of 
supernatant 
solution 

Electrical 

charge 

pH 

Per cent of 
humus fixed by 
soil colloid 

1 

0.0 

100 

- 

7.3 

0 

2 

0.5 

100 


5.0 

0 

3 

1.0 

99 


4.6 

1 

4 

1.5 

99 


3.7 

1 

5 

2.0 

98 


3.1 

2 

6 

2.5 

10 


3.0 

90 

7 

5.0 

3 


2.4 

97 

3 

10.0 

0 

- 

2.1 

100 

9 

15.0 

0 

- 

2.0 

100 

10 

20.0 

0 

? 

1.9 

100 

11 

25.0 

0 

? 

1.8 

100 


TABLE 66. 


Interaction between soil colloidal suspensions and Na-humate solutions 


Humus (g) 
Clay(g) 


ratio =1 


Soil sample: D. 370, Andesite soil 

A. 20 cc. of Na-humate solution containing 0.03 g humic acid. 

B. 20 cc. of clay suspension containing 0.03 g clay. 


No. 

HCl in the 
system, 
millimols 

Over night, 
turbidity of 
supernatant 
solution 

Electrical 

charge 

pH 

Per cent of 
humus fixed by 
soil colloid 

1 

! 0.0 


— 

7.4 

0 

2 

1 0.5 

100 


6.5 

0 

3 

1.0 

100 


6.3 

0 

4 1 

13 

98 


5.2 

2 

5 i 

2.0 

97 


4.1 

3 

6 l 

2.5 

95 


3.3 

5 

7 1 

5.0 

10 


2.6 

90 

8 | 

7.5 

1 


2.3 

99 

9 


0 

- 

2.1 

100 

10 

15.0 

0 

— 

2.0 

100 

11 

25.0 

0 

? 

1.9 

100 

12 | 

50.0 

0 

* 

1.8 

100 
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TABLE 67. 

Relation between soil colloidal suspensions and hydrogen-ion concentrations 
Soil sample : D. 375, Lateritic soil. 

A. 20 cc. of distilled water. 

B. 20 cc. of clay suspension containing 0.014 g clay. 


No. 

HC1 in the system, 

miilimols 

Over night, 
turbidity of 
supernatant 
solution 

Electrical charge 

PH 

1 

0.0 

100 

— 

5.2 

2 

0.3 

0 

- 

2.7 

3 

0.5 

0 

- 

2.6 

4 

13 

0 

±0 

2.5 

5 

23 

0 

+ 

2.4 

6 

23 

0 

+ 

2.3 

7 

4.0 

0 


2.1 

8 

50 

0 


1.9 

9 

73 

0 


13 

10 

123 

0 


1.7 

11 

253 

0 


1.5 

12 

1 503 

0 


13 


TABLE 68. 


Interaction between soil colloidal suspensions and Na-humate solutions 


Humus (g) 
Clay l g) 


ratio— 


_ 1 _ 

10 


Soil sample: D. 375, Lateritic soil. 

A. 20 cc. of Na-humate solution containing 0.0015 g humic acid. 

B. 20 cc. of clay suspension containing 0.014 g clay. 


No. 

HCl in the 
system, 
miilimols 

Over night, 
turbidity of 
supernatant 
solution 

Electrical 

charge 

PH 

Per cent of 
humus fixed by 
soil colloid 

1 

03 

100 


6 3 

1 0 

2 

0.3 

85 

i 

3.2 

1 15 

3 

0.5 

40 


23 

60 

4 

1.3 

5 


2.6 

95 

5 

23 

2 

l 

2.5 

98 

6 

2.5 

1 


2.3 

99 

7 

4.0 

0 


2.1 

100 

8 

5.0 

0 

- 

13 

100 

9 

7.5 

0 

- | 

13 

100 

10 

12.0 

0 


1.7 

100 

11 

253 

0 

±0 | 

13 

100 

12 

503 

0 

+ 

13 . 

100 
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TABLE 69. 


Interaction between soil colloidal suspensions and Na-humate solutions 

Humus (g) 1 

— — — — ratio 

Clay(g) 5 

Soil sample: D. 375, Lateritic soil. 

A. 20 cc. of Na-humate solution containing 0.003 g humic acid. 

B. 20 cc. of clay suspension containing 0.014 g clay. 


No. 

HC1 in the 
system, 
millimols 

1 Over night, 
turbidity of 
supernatant 

1 solution 

Electrical 

charge 

i 

pH 

Per cent of 
humus fixed by 
soil colloid 

1 

0.0 

100 


6.3 

0 

2 

0.3 

1 93 


3.5 

7 

3 

0.5 

90 


2.8 

10 

4 

1.3 

10 


2.6 

90 

5 

2.0 

5 


2.5 

95 

6 

2.5 

3 


2.3 , 

97 

7 

4.0 

1 


2.1 ' 

99 

8 

5.0 

0 


1.9 

100 

9 

7.5 

0 

- 

1.8 

100 

10 

12.5 

0 

±0 

1.7 

100 

11 

25.0 

0 


1.5 

100 

12 

50.0 

0 


1.2 

100 


TABLE 70. 

Interaction between soil colloidal suspensions and Na-humate solutions 

Humus (g) . . 1 

— — 7T — ratio*-—— 

Clay (g) 2 

Soil sample: D. 375, Lateritic soil. 

A. 20 cc. of Na-humate solution containing 0.007 g humic acid. 

B. 20 cc. of clay suspension containing 0.014 g clay. 


No. 

HC1 in the 
system, 
millimols 

Over night, 
turbidity of 
supernatant 
solution 

I 

Electrical 

charge 

pH 

Per cent of 
humus fixed by 
soil colloid 

1 

0.0 



6.5 

0 

2 

0.3 

95 


4.3 

5 

3 

03 

93 



7 

4 

13 

70 


2.8 

30 

5 

2.0 

20 


2.6 

80 

6 

23 

5 


2.4 

95 

7 

4.0 

2 


22 

98 

8 

5.0 

0 


2.0 

100 

9 

7.5 

0 


1.9 

100 

10 

12.5 

0 

i 

13 

100 

11 

25.0 

0 

±0 

1.5 

100 

12 

50.0 

0 

+ 

12 

100 
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TABLE 71. 

Relation between soil colloidal suspensions and hydrogen-ion concentrations 
Soil sample: D. 435, Sandstone-shale soil. 

A. 20 cc. of distilled water. 

B. 20 cc. of clay suspension containing 0.02 g clay. 


No. 

HC1 in the system, 

millimols 

Over night 
i turbidity of 
supernatant 
solution 

i 

Electrical charge pH 

1 

0.0 

110 

6.4 

2 

1.3 

10 

3.0 

3 

2.5 

3 

2.6 

4 

5.0 

0 

2.4 

5 

10.0 

0 

2.0 

6 

20.0 

0 

~ 1.7 

7 

25.0 

0 

+ | 1*5 

8 

30.0 

0 

! 1.4 

9 

35.0 

0 

■ 1.3 

10 

45.0 

0 

! 12 

11 

50.0 

0 

! 1.2 

l 


TABLE 72. 

Interaction between soil colloidal suspensions and Na-humate solutions 


Humus (g ) 
Clay (g) 


ratio 


10 


Soil sample: D. 435, Sand stone shale soil. 

A. 20 cc. of Na-humate solution containing 0.002 g humic acid. 

B. 20 cc. of clay suspension containing 0.02 g clay. 


No. 

HC1 in the 
system, 
millimols 

Over night, 
turbidity of 
supernatant 
solution 

Electrical 

charge 

pH 

Per cent of 
humus fixed by 
soil colloid 

i i 

00 

100 


6.5 

0 

2 

1.3 

85 


2.7 

15 

3 

1.5 

50 


2.6 

50 

4 

1.8 

45 


2.6 

55 

5 

2.0 

20 


! 2.5 

80 

6 

22 ; 

15 


2.5 

85 

7 

2.5 

10 


2.4 

90 

8 

5.0 

3 


22 

97 

9 

10.0 

0 


2.1 

100 

10 

15.0 

0 


2.0 

100 

11 

20.0 

0 


1.9 

100 

12 

25.0 

0 


1.8 

100 

13 

30.0 

0 

— 

1.7 

100 

14 

35.0 

0 

+ 

1.6 

100 

15 

40.0 

0 


1.5 

100 

16 

45.0 

0 


1.4 

100 

17 

50.0 

0 


1.3 

100 
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TABLE 73. 


Interaction between soil colloidal suspensions and Na*humate solutions 

Humus fg) 1 

— — — ratio 
Clay (g) 5 

Soil sample: l>. 435, Sandstone-shale soil 


A. 20 cc. of Na-humate solution containing 0.004 g humic acid. 

B. 20 cc. of clay suspension containing 0.02 g clay. 


No. 

HC1 in the 
system, 
millimols 

Over night, 
turbidity of 
supernatant 
solution 

Electrical 

charge 

PH 

Per cent of 
humus fixed by 
soil colloid 

i j 

0.0 

100 


6.6 

0 

2 

1.3 

85 


2.7 

15 

3 ! 

2.5 

20 


2.5 

80 

4 

j 3.8 

5 


2.4 

95 

5 

5.0 

3 


22 

97 

6 

7.5 

0 


2.0 

100 

7 

15.0 

0 


1.9 

100 

8 

20.0 

0 


1.8 

100 

9 

25.0 

0 


1.7 

100 

10 

30.0 

0 

— 

1.6 

100 

11 

35.0 

0 

+ 

1.5 

100 

12 

40.6 

0 


1.4 

100 

13 

45.0 

0 


1.3 

100 

14 

50.0 

0 


12 

100 


TABLE 74. 

Interaction between soil colloidal suspensions and Na-humate solutions 

Humus (g) . . 1 

— — — — t— ration—— 

Clay(g) 2 

Soil sample: D. 435, Sandstone-shale soil. 


A. 20 cc. of Na-humate solution containing 0.01 g humic acid. 

B. 20 cc. of clay suspension containing 0.02 g clay. 


No. 

HC1 in the 
system, 
millimols 

Over night, 
turbidity of 
supernatant 
solution 

Electrical 

charge 

pH 

j Per cent of 
humus fixed by 
soil colloid 

1 

0.0 

100 I 

7.1 

0 

2 

0.5 

93 

4.3 

7 

3 

1.3 

92 1 

32 

8 

4 

13 

91 


2.9 

9 

5 

23 

! 90 


2.7 

10 

6 

3.8 

25 


2.4 

75 

7 

5.0 

15 


2.3 

85 

8 

7.5 

5 


22 

95 

9 

15.0 

3 


2.0 

97 

10 

20.0 

0 


IS 

100 

11 

25.0 

0 


IS 

100 

12 

373 

0 

— 

13 

100 

13 

45.0 

0 

+ 

1.4 

100 

14 

90.e | 

0 


1.3 . 

100 
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TABLE 75. 

Rdation between toil colloidal suspensions and hydrogen-ion concentrations 
Soil sample : D. 436, Lateritic soil. 

A. 20 cc, of distilled water. 

B. 20 cc. of clay suspension containing 0.02 g clay. 


No. 

HC1 in the system, 

millimols 

Over night, 
turbidity of i 
supernatant 
solution 

Electrical charge 

pH 

1 

0.0 

100 


5.7 

2 

0.3 

40 ; 


2.7 

3 

0.8 

3 i 


2.3 

4 

12 

1 


2.1 

5 

25 

0 ! 


2.0 

6 

5 S> 

0 


1.8 

7 

75 

0 

- 

1.7 

6 

10.0 

0 

+ 

1.6 

9 

125 

0 


1.5 

10 

15.0 

0 


1.4 

11 

20.0 

0 

| 

1.3 

12 

25.0 

0 

■ 

12 


TABLE 76. 


Interaction between soil colloidal suspensions and Na-humate solutions 


Hu mus ( g) 
Clay (g) 


ratio— - 


10 


Soil sample: D. 436, Lateritic soil. 

A. 20 cc. of Na-humate solution containing 0.002 g humic acid. 



B. 20 cc. of 

clay suspension containing O.OE 

2 g clay. 


No. 

HC1 in the 
system, 
millimols 

Over night, 
turbidity of 
supernatant 
solution 

Electrical 

charge 

pH 

Per cent of 
humus fixed by 
soil colloid 

1 

0.0 

100 


6.6 

0 

2 

0.5 

90 


2.8 

10 

3 

1.3 

89 


2.5 

11 

4 

1.5 

88 


2.5 

12 

5 

2.0 

45 


2.4 

55 

6 

2.5 

20 


23 

80 

7 

i 3.8 

8 


22 

92 

8 

5.0 

3 


2.1 

97 

9 

10.0 

0 


1.9 

100 

10 

15.0 

0 

- 

1.7 

100 

11 1 

25.0 

0 


1.5 

1QQ 

12 | 

50.0 

0 


1.2 

100 
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TABLE 77. 


Interaction between soil colloidal suspensions and Na-humate solutions 

Humus (g) . 1 

— — ratio--— 

Clayig) 5 

Soil sample: D. 436, Lateritic soil. 

A. 20 cc. of Na-humate solution containing 0.004 g humic acid. 

B. 20 cc. of clay suspension containing 0.02 g clay. 


No. 

HC1 in the 
system, 
millimols 

Over night, 
turbidity of 
supernatant 
solution 

Electrical 

charge 

pH 

[ Per cent of 
humus fixed by 
soil colloid 

1 

0.0 

100 


6.6 

0 

2 

0.5 

97 


2.9 

3 

3 

1.3 

93 

1 

2.6 

7 

4 

1.8 

90 


2.4 

; io 

5 

2.5 

80 


2.3 

! 20 

6 

3.8 

15 


2.2 

1 85 

1 

7 

5.0 

3 


2.1 

! 97 

8 

62 

1 


2.0 

1 99 

9 

7J5 

0 


2.0 

100 

10 

12.5 

0 

- 

1.9 

100 

11 

25.0 

0 

+ 

« , 

100 

12 

50.0 

0 


“ ; 

100 


TABLE 78. 

Interaction between soil colloidal suspensions and Na-humate solutions 

Humus(g) . . 1 

— - , - - ratio = — — 

Clay (g) 2 

Soil sample: D. 436, Lateritic soil. 

A. 20 cc. of Na-humate solution containing 0.01 g humic acid. 

B. 20 cc. of clay suspension containing 0.02 g clay. 


No. 

HCl in the ! 
system, . 

millimols 

Over night, 
turbidity of 
supernatant 
solution 

Electrical 

charge 

pH 

Per cent of 
humus fixed by 
soil colloid 

1 

0.0 

100 


6.7 

0 

2 

0.5 

93 


32 

7 

3 

1.3 

89 


2.8 

11 

4 

1.8 

88 


2.6 

12 

5 

2.5 

87 


2.4 

13 

6 

3.8 

20 


2.3 

80 

7 

5.0 

5 


22 

95 

8 

6.3 

3 


2.1 

97 

9 

7.5 

1 


2.0 

99 

10 

12J5 

0 

- 

1.9 

100 

11 

25.0 

0 


1.5 

100 

12 

50.0 

0 


1.2 

100 
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From this result they recognized the presence of the direct relation 
between the flocculation of humic acids with soil particles and the pH 
of mixtures. 

Flocculation of humus substances with soil colloids, however, 
showed no linear relation to the pH of mixtures. It was accelerated 
suddenly at a certain pH value. The point of the sudden change of 
the flocculation of humus substances with soil colloids lay near the 
pH of 2.5 to 3, and it was lowered to some extent with increase of 
the humus-clay ratio in mixtures. 

Although the cataphoretic measurement of soil suspensions was 
not determined as accurately as in the previous experiment with 
mineral constituents because of the fineness of soil colloidal particles, 
at least the difference of the sign of the electrical charge could be 
determined. The mixture of these hydrogen-clay suspensions and the 
humate solution showed an isoelectric point at certain pH values, 
though in the clay suspension D. 370 the point was not clearly 
observed within these pH zones. These isoelectric points were 
depressed to a little extent by increase of the humus-clay ratio. 

The isoelectric point of the soil colloidal suspensions, in compari- 
son with that of aluminum or ferric “ silico-humates ” and aluminum 
or ferric “ hydroxide-humates ” in the previous experiments, was found 
at lower pH than that of these artificial humates. The fact that the 
electrical charge of the soil suspension remained negative until the pH 
of the mixtures lowered remarkably may perhaps be due to less anion- 
ic dissociations in soil particles than in other artificial amphoteric 
complexes. 

The presence of isoelectric points in mixtures with soil sus- 
pensions and humate solutions, and the change of the point by the 
difference of acidoid-amphoteloid ratios indicate undoubtedly that a 
certain mutual action took place between soil particles and the Na- 
humate solution, and also indicate that a possibility of the occurrence 
of some chemical and colloid-chemical change in the mixtures. But 
it is very doubtful whether all the humus combined with soil parti- 
cles. Since the free humus is carried down with the flocculate there 
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is no direct vray of telling to what extent combination took place. 
Considering Mattson’s experiment^ and the result of the previous 
chapter, it is supposed that a part of humus substances at least may 
be precipitated in a free state, and that the amount of the precipitated 
free humus substance may be increased in a direct proportion to the 
higher acidity of mixtures. 


B. Summary 

This chapter dealt with the interaction between soil colloidal 
suspensions and Na-humate solution. First of all, as a preliminary 
experiment, observations were made concerning the relation between 
the flocculation of the humate solution and hydrogen-ion concen- 
trations, and the mutual action between suspensions of aluminum or 
ferric hydroxide and the humate solution. 

The Na-humate solution of various concentrations decreased 
gradually its stability with additional increase of hydrogen-ion concen- 
tration, and a large part of the humic acid flocculated suddenly as soon 
as the reaction of the solution had reached a certain pH value, i. e., 
near pH 2.3 to 2.4. The result obtained from the humate solution was 
slightly different from the data obtained from humic acid suspensions 
by Kawamura and Saito. The point of the sudden change in the 
stability of humic acids was slightly modified by their concentration. 

The suspension of aluminum or ferric hydroxide whose particles 
were below 1 /< in diameter and were purified as much as possible 
by means of electrodialysis, was mixed with the Na-humate solution 
of different concentrations. As a consequence, the following result 
was obtained. Humus substances were carried down with iron or 
aluminum salt at a certain pH value. In the ferric system the amount 
of flocculated humus substances increased in a reverse proportion 
to the pH value, but it became finally constant at a certain pH, 
whereas in the aluminum system a maximum point of the flocculation 
of humus substances was found at a certain pH value. The flocculation 
which took place by mixing the humate solution and the suspension 



Studies on Humus-Clay Complexes 


95 


of the hydroxides was isoelectrical and near the isoelectric point was 
produced the most favorable flocculation of these substances. The iso- 
electric point was moved to lower side of pH as the humus hydroxide 

ratio was increased. In the ferric system whose „ Humus 

lm. mol/LFe(OH s 

ratio lies between 12.5 and 500, the isoelectric points were found be- 
tween the pH of 2.9 to 2.0 ; on the other hand, in the aluminum system 

whose — Humusjmg^_ ratio lies between 12.5 and 250, the points 
lm.mol./LAl(OH)s 

lay in the zone of pH 7.9 to pH 6.5. The entrance of humus 
substances into suspensions of hydroxides of aluminum and iron was 
affected by the isoelectric relation of mixtures. It is therefore sug- 
gested that under the suspended condition of aluminum and iron also, 
as well as under their dissolved condition, the interaction took place 
between the hydroxides and humus substances. 

The hydrogen-clay suspension whose particles were below 1,« in 
diameter was prepared from the soil derived from the sandstone-shale, 
the lateritic and the andesite soil in Taiwan, and was mixed with a 
different concentration of Na-humate solutions. 

The stability of soil colloidal suspensions containing different 
concentrations of humates was influenced by hydrogen-ion concentrations 
of mixtures. That is to say, the stability of mixtures decreased with 
increase of hydrogen-ion concentrations, and the higher the acidity of 
mixtures the greater the flocculation of these substances. However, 
the flocculation was not only in smooth linear relation with pH of 
mixtures, but suddenly accelerated at a certain pH value, near the 
pH of 2.5 to 3, which was lowered to some extent with increase of 
the humus-clay ratio in mixtures. 

The flocculation found in these mixtures of soil colloids and 
humates was also isoelectrical and the isoelectric points were modified 
to more or less by varying the humus-clay ratio. 

Thus, the presence of the isoelectric relation between clay 
particles and humus substances shows that they made the inter- 
action with each other, instead of a simple mechanical mixing. 
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IV. CONSIDERATION ON THE ISOELECTRIC 
RELATION OF SOIL COMPONENTS 

The ampholyte constituting soil colloids divids itself into two parts 
as follows : 

1. Primary amphoteric colloids . . . Aluminum hydroxide, ferric 
hydroxide and protein. 

2. Secondary amphoteric colloids . . . Silicate, phosphate and 
humate of iron and aluminum, and silicate and humate of protein, etc. , 

These various ampholytes in soil components naturally play the 
main role in soils. Since ampholytes behave as acidoids and basoids 
according to the variation of hydrogen- ion concentrations of media, 
there are isoelectric points at which ampholytes dissociate an equal 
number of anions and cations. The general formula representing soil 
colloids can be shown as follows : H [AB] OH, where A and B are 
acidoid and basoid components, respectively, which combine with each 
other in different proportions. The letters inside the brackets repre- 
sent a non-diffusible part of soil colloids. Both H and OH are dif- 
fusible ions in soil colloids and represent an acid and base with 
polyvalency. The formula can therefore be written as follows : 
H* [A m B„] OH, , where x, m, n, y mean ion numbers. 

In this unsaturated colloid H [AB] OH the degree of the dissoci- 
ation of the H- and OH-ion is very low, and as a result these diffusible 
aions behave as weak acids or bases. When the OH-ion is weaker 
than another, as well as in the case of natural common soil colloids, 
the basicity causing the OH-ion is compensated by the stronger dis- 
sociable H-ion, and consequently the colloid shows the acid reaction 
as a whole, gives a negative electric charge. When any acid like 
hydrochloric acid is added to soil colloids under the above condition 
the following change takes place. 

H, [AB] OH y + pH Cl - H, [AB]<^>- p + pH,0 , 

Since the degree of the dissociation of the Cl-ion which entered into 
the colloid is greater than that of the original OH-ion, the anionic 
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dissociation of colloidal particles is idcreased. Higher hydrogen-ion 
concentrations of soils resulting from the further addition of hydro- 
chloric acid decrease the cationic dissociation and the negative charge 
of colloids. Finally the colloid shows the isoelectric point at which 
its diffusible anion and cation dissociates to equal numbers. The 
further additional increase of hydrochloric acid over this point gives 
reversely the positive charge to the colloid. 

In the acid side of the isoelectric point the ampholyte shows the 
same behaviour as a base and is able to interact with any other 
anion, while in the basic side of the point it behaves the same as an 
acid and interacts with any other cation. 

Ions dissociated from the non-diffusible part keep themselves 
electrostatically at the surroundings of the particle. The degree of 
dissociation of these colloidal particles varies greatly with the sort and 
nature of ions contained in colloids, and is also affected by the nature 
and concentration of all ions which are present in the state of equili- 
brium in solutions. The isoelectric point of soil colloids is therefore 
modified by the nature and sort of ions added to the system. 

Thus, if other ions come into contact with amphoteric colloids 
the various interaction takes place between the ions added and the 
diffusible ions of colloids, according to the nature of ions, and conse- 
quently some chemical and physico-chemical changes of the nature 
of colloids are brought about. 

Further, two amphoteric colloids having different isoelectric points 
will react with each other isoelectrically, forming a new complex at 
a certain pH which lies between the each isoelectric point of both 
these components. This law was made clear by Mattson in 1932 C42> , 
in which it was shown that a pair of such colloids actually do unite 
chemically with each other, as evidenced by the fact that the colloid 
having the highest isoelectric point loses a part of its power to bind 
acids, and that the colloid having the lowest isoelectric point loses a 
part of its power to bind bases, when the two are mixed. 

The occurrence of the ionic mutual action in mixtures of two dif- 
ferent colloids can be assumed, it is then conceivable that the action 
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between two amphoteric colloids can be included in the category of 
the chemical reaction' 73 ’. 

According to the present day theory the chemical combination is 
due to the parting and union of valency. Atoms or atom groups 
having the electrical charge, i. e., ions, combine mutually by valency. 
Colloidal particles of aluminum and iron salts and silicates each con- 
sist of the union of numerous molecules and a part of them dissociates 
as either base or acid with high valency. The dissociated part, how- 
ever, nondiffusible and consequently has an electrical charge and it 
is seen to be the same as ions. 

From the above, therefore, it can be assumed that the mutual 
action between mixtures of two different colloids is a chemical re- 
action in a wide sense, for even stoichiometrical relations are not 
always found in it. 

It is accordingly supposed that in mixtures of negative colloidal 
silicates and positive colloidal sesquioxides a weak chemical combi- 
nation takes place. For, since silicates behave as weak acids and 
sesquioxides as weak bases, they can not combine so completely with 
each other in comparison with the combination between strong acids 
and strong bases like hydrochloric acid and sodium hydroxide. It is 
therefore considered that colloidal silicates and sesquioxides also free 
a part of their valency, and that a new free valency may be also 
formed because of the mutual combination of the two' 31 ’. 

Mattson' 39 ’ has given an example of the above combination as 
shown by the following formula go/Al — O — SiOj — OH . This 
formula, however, represents simply the condition in the case of 
SiOj / AljO, = 2 . Silicates and aluminum salts (also ferric salts) are, 
as mentioned above, bases or acids with so much high valency that 
even their one colloidal particle is an aggregation of a few million 
molecules, and Mattson expresses it by the term “ ionogen ”. Accord- 
ingly, it can be assumed that the mutual ratio of the extent to which 
these colloids combine with each other is variable, in other words, 
the molecular ratio for combining the two colloids is not constant. 
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It has been assumed that, as above described, some weak or 
partial chemical combination will occur by mixing two colloids. Further, 
it has been found that certain substances bring about a clear chemical 
reaction in their colloidal mixture. For example, Freundlich and his 
co-workers' 19 ' have detected a chemical combination in mixing colloidal 
trisulfide of silver and arsenic sol, in mixing colloidal sulfur and seleni- 
um sol, and in mixing colloidal sulfur and silver sol' 18 ’. Bilz and 
Pauli have also observed the chemical process in the action of se- 
lenium sol upon gold and sulfide sol, and recently Sauer and Steiner 55 ' 
observed a change of color in the mixture brought about by the mutual 
action between copper and sulfur sol, and determined that this color 
change depends on the chemical transformation of these colloidal con- 
stituents to Cu-(l>sulfide and later to Cu-(2)-sulfide. 

Considering the above facts, it can be said that between different 
kinds of colloids some chemical interaction can take place, broadly 
speaking. This will be considered further in a later chapter. 

V. CHEMICAL ANALYSIS OF SOIL SAMPLES 

Chemical compositions and some important properties of the 
several soil samples which are to be employed in later experiments 
were examined. 

Since in the plains of tropical and subtropical Taiwan there are 
few soils showing the black color that comes from the accumulation of 
humus substances, such soils have to be sought among the cool uplands. 
It appears that soils derived from andesites accumulate comparatively 
much humus even in the plains, whereas soils originated from sedi- 
mentary rocks accumulate far less humus under the same environ- 
mental conditions as the former. 

This fact might give some suggestion as to the present study, and 
therefore in these experiments soils derived from igneous and sedi- 
mentary rocks in Taiwan were employed. A large part of soils in 
Taiwan belongs geologically to sedimentary origins ; as a consequence, 
the distribution of soils of igneous origins has been greatly limited. 
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Soils taken in the experiment are as follows : 

(a) Soils of igneous origins (Andesite soils). 

D. 368 Taihoku-syu, Sitisei-gun, Mt. Sitisei, 800 m Height, 




humus soil, surface soil. 

D. 370 

do, 

500m Height, humus soil«15cm Depth). 

D. 371 

do, 

light black color, 15-22 cm Depth. 

D. 572 

do, 

red brown color, 22-39 cm Depth. 

D. 373 

do, 

red brown color, )> 39 cm Depth. 

Andesite, 

do, 

mother rock which lay in the under 
layer of the above. 


(b) Soils of sedimentary origins (Soils derived from 
sandstone-shale). 

D. 374 Taihoku-syu, Kaizan-gun Ooka-syo, lateritic soil, 
surface soil (<3 cm Depth), a little stained 
with humus. 


D. 375 

do, 

red brown color, 3-100 cm Depth. 

D. 376 

do. 

neighbouring place with D. 374, < 3 cm 
Depth. 

D. 377 

do, 

red brown color, 3-23 cm Depth. 

D. 378 

do, 

red brown color, 23-43 cm Depth. 

D, 379 

do, 

red brown color, 43-63 cm Depth. 


By using these soil samples which were sifted through a 0.5 mm 
sieve the following experiment was carried out. 

1. Hygroscopic moisture. 

2. Loss on ignition. 

3. Aluminum and iron which are soluble in sp. gr. 1.15 hot 
hydrochloric acid. 

4. Silica which is soluble in hot sodium carbonate solution. 

5. Silica which is soluble in sp. gr. 1.15 hot hydrochloric acid. 
The analysis of these components was conducted by the usual 
gravimetric method. 

6. Humus which is soluble in 4 per cent ammonia solution. It 
was measured by means of Shibuya’s method 163 ' ®'. 
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7. Exchange acidity. 5 g of soils were taken in an Erlenmeyer 
flask with 100 cc. capacity and into the flask were poured 50 cc. 
of 0.04 N KC1 solution. The content was stoppered closely and 
was allowed to stand over night with occasional shaking. After 
the filtration 20 cc. of the filtrate were heated to boiling to 
expel carbondioxide. After cooling, the filtrate was titrated by 
the standard alkaline solution with the brom cresol purpul as 
an indicator. 

The result was shown by a milligram equivalent of hydrogen in 
100 g of dried soils. 

The result obtained is given in table 79. 


TABLE 79. 

Analytical results of soils (Per cent in dried soils; 


I 


Soils derived from igneous rocks 


D. 

368 


Loss on ignition 
Humus 

Fe20 t sol. in HC1 
ALO t sol. in HC1 

SiO s sol. in HC1 
SiO* sol. in 

N asCOt | 
Total SiOj 
Exch. acidity, 

H m. e./lOOgsoil 
SiO*/R 2 0, 

Si0 2 A1»0 \ 
SiO*/F e*0 , 


33.69 

14.90 
5.88 
5.91 
0.22 

22.90 
23.12 

1.22 


I 


, 10.43 


Soils derived from sedim. rocks 


D. 

370 

D. 

371 

D. 372 ID. 373 

_i 

Ande- 

site 

24.37j 19.50 

17.33 

14.11 

1.30 

9.50 

7.17 

slight 

slight 

trace 

10.99 

12.38 

12.11 

7.88 

5.11 

6.56 

22.57 

24.74 

46.39 

17.59 

0.66 

0.60 

1.06 

1.16 

0.51 

34.99 

32.90 

32.20 

34.90 

29.12 

35.65 

33.50 

33.27 

36.06 

29.63 

2.02 

1.43 

0.82 

0.00 

0.00 

4.46 

1.87 

1.75 

1.19 

2.41 

9.20 

2.50 

2.29 

1.32 

2.86 

8.65 

7.20 

734 

12.18 

15.46 


D. 

374 

D - , 
375 ! 

D. 

376 

D. 

377 

1 

D. 378 ] 

> 8.11, 

7.42 

6.73 

5.43 

4.24 1 

3.42 

1 

2.69 

139 slight 

3.45 

7.19 

2.81 

2.83 | 

2.95 

► 7.61 

23.26 

8.12 

7.33 

8.87 

0.13 

0.15' 

o.u 

0.10 

0.19 

! 13.43 

17.79 

12.53 

1131 

12.11 

1 13.56 

17.94 

12.65 

11.41 

12311 

> 0.94 

1.89 

0.75 

1.05 

1.19 

i , 

235 

I 

1.09 

2.19 

2.13 

1 

1.93 

; 3.04 

131 

2.67 

2.65 

235 

► 10.35 

6.63 

12.10 

i i 

10.8^ 

10.90* 


4.31 
slight 

3.31 
10.56 

0.22 

13.66 

13.88 

1.50 

1.86 

2.23 

11.41 


The soils of igneous origins in comparison with those of sedi- 
mentary origins were generally higher in the percentage of loss on 
ignition, humus, hydrochloric acid soluble alumina and iron, and total 
silica, etc. . 

At the surface layer silica-sesquioxides and silica-alumina ratios 
were remarkably higher in the soils of igneous origins than those of 
sedimentary one. 




102 


Hideaki Saeki 


Comparing the content of these constituents in the soils of igne- 
ous origins in various soil layers, the humus content and the exchange 
acidity were in reverse to the progression of the depth. The alumi- 
num content showed a remarkable increase while in iron and total 
silicon was only found a little variation through all the layers. Conse- 
quently, silica-sesquioxides ratios were highest i. e., 4.46, at the 
surface. 

In the soils of sedimentary origins, humus, iron, aluminum and 
total silicon decreased on the whole with the lowering of the horizon, 
especially the content of iron and aluminum was considerably large 
at the surface layer. Accordingly silico-sesquioxides ratios at the 
surface showed the lowest value of all the layers, i. e., only 1.09. It is 
therefore seen from the result, that the soils of sedimentary origins 
are in the condition that the lateritization process is progressing. 

Further consideration of these soils will be given in a later 
chapter. 

VI. DISSOLVING OF HUMUS SUBSTANCES FROM 
VARIOUS HUMATES AT DIFFERENT 
HYDROGEN-ION CONCENTRATIONS 

The term “humus” does not designate a definite organic 
substance, but a main part of humus substances will be represented by 
humic acids. A large part of humus substances exists .together with 
various other components in soils. The solubility of humus substances 
at any hydrogen-ion concentration must be affected by the difference 
of the states in soils and of the degree of humification of humus 
substances in soils. 

This chapter dealt with the experiment for the study of the form 
of humus substances in soils or in mixtures with mineral substances. 
Humus substances were extracted successively by the alkaline so- 
lution with different hydrogen-ion concentrations. On the basis of the 
amount of humus substances which were dissolved at definite hydro- 
gen-ion concentrations their states in soils were examined. 
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Humus substances have been classified in several groups, for ex- 
ample, humus-, hymatomelanic- and fulvic acid. Each of these groups 
has its characteristic reaction to solvents, for instance, humus acid is 
soluble in alkali, insoluble in acid, alcohol and water, and hymato- 
melanic acid is soluble in alkali and alcohol, insoluble in acid and 
water, and fulvic acid is soluble in alkali, alcohol and water. Thus, 
it is common for all groups to be soluble in alkali. 

The solubility of humus substances in alkaline solvents is greatly 
affected by the kind of solvents, accordingly many workers have 
recommended various alkaline solvents for the purpose of dissolving 
humus substances. In this experiment hydroxide of sodium was 
employed as an alkaline solvent. 


A. Humic Acids and Humates 

Successive extractions of humus substances by the alkaline 
solution with different hydrogen-ion concentrations were conducted. 
Samples used were as follows: 

1. Merck’s humic acid. Merck’s humic acid was dissolved into 
sodium hydroxide solution and then a suitable amount of hydrochloric 
acid was poured into this dark brown colored alkaline solution in order 
to precipitate the humic acid. After decantation the residue was dia- 
lyzed until the impurity was removed almost completely. This purified 
fresh humic acid was taken as a sample. 

2. Humic acids separated from the humus soil D. 147 (sedi- 
mentary origin, described at the next paragraph). Fine earthy 
part of the soil were repeatedly extracted by hot acetone in order to 
exclude resin, and after filtration an excess of acetone was evaporated 
from the soil by means of vacuum evaporation 71 '. The residue was 
sufficiently washed with distilled water and then extracted by 4 per 
cent sodium hydroxide solution. A suitable amount of hydrochloric 
acid was poured into the dark colored solution in order to flocculate 
humic acids. After decantation the flocculate was washed with dis- 
tilled water and then dialyzed until the impurity was removed almost 
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completely. This purified fresh humic acid separated from the humus 
soil D. 147 was used in the experiment. 

3. Humic acids separated from the humus soil D. 370 (igneous 
origin). The separation was carried out by the same method as that 
in the above soil. 

4. Aluminum humates. Given quantities of aluminum chloride 
and Na-humate solutions were mixed with each other at the isoelectric 
pH. The ratio of A1,0, to humus in the mixture was 2.5 : 1 millimols. 
The isoelectric flocculate was filtered and washed with distilled water 
until the reaction of Cl-ions no longer appeared. The freshly pre- 
pared and purified flocculate was taken for the experiment. 

5. Ferric humates. From ferric chloride and Na-humate so- 
lutions, the sample was prepared isoelectrically by a procedure similar 
to that of the aluminum humate. 

6. Aluminum “ silico-humates.” By the method similar to that 
in the previous chapter aluminum “ silico-humates ” were prepared, 
and at that time the mutual ratio of Al s O, : SiO, : Humus in mixtures 
was 2.5 : 5 : 1 millimols. 

7. Ferric “ silico-humates ”• The method of preparation and the 
mutual ratio of the three constituents were the same as in the above 
case. 

The experimental procedure is described briefly as follows: A 
known quantity of samples to be extracted was taken in a flask with 
300 cc. capacity, and in order to make the extraction at various pH 
values, a given quantity of sodium hydroxide solutions with different 
concentrations was added to the flask and the total volume was raised 
to 200 cc. by adding water. pH values, at which the extraction was 
carried out, divided themselves into the following five grades, namely, 
pH 8, 9, 10, 11 and 12. 

The contents of the flask were allowed to stand for 24 hours 
with a definite shaking at 30' C and then one half of the solution, 
containing the dissolved humus substance, was pipetted into another 
vessel, and the sodium hydroxide solution of the same pH as that of 
the flask was added again to the residual solution in the flask to an 
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amount equal to the removed solution. By this treatment the original 
hydrogen-ion concentration of each flask was always kept constant. 
The renewed solution was allowed to stand a night in order further 
to extract the humus substance, and then again one half of the 
solution was exchanged with the same volume of the fresh alkaline 
solution. These treatments were repeated successively eight times. 

The one half solution which was removed every time was used 
to estimate the quantity of the dissolved humus substance. The esti- 
mation at every extraction was made by means of the colorimetric 
procedure given Oden 47 '. 

Experimental results obtained are given in tables 80 to 86. 

From the experiment was obtained the following result. 

1. Merck’s humic acid (Table 80): At pH of 8, a large part of the 
humic acid dissolved at the first extraction and the residual humic acid 
dissolved completely within the three or four times of the extraction. 
While, at higher pH values all of the humic acid entered into so- 


TABLE 80. 

Successive extractions of Merck’s humic acid at different pH values 


Extraction times 



1 1 

i 

2 

3 

4 

5 1 

6 

7 

: 

8 

Sum 


(A mg of humus dissolved at every single extraction 


8 

56.6 

02 

trace \ 

0 

0 

0 

i 0 

0 

56.8 

9 

1 S 6 * 8 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

56.8 

10 

56.8 

0 

o | 

0 

0 

0 

0 

0 

56.8 

11 

56.8 

0 

0 1 

0 

' 0 

0 

0 

0 

56.8 

12 

56.8 

0 

0 

0 

I 0 

0 

0 

0 

56.8 



(B) 

Per cent of (A) 

in its original content 



8 

99.7 

0.3 

trace 

0 

0 

0 

1 o 1 

0 

! 100.0 

9 

100.0 

o 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 100.0 

10 

100.0 

0 

0 

0 

1 0 ! 


0 

0 

1 100.0 

11 

100.0 

0 

0 

0 

1 o 

0 

0 

0 

1 100.0 

12 

100.0 

0 

0 

0 

i 0 

0 

1 0 

0 

! 100.0 
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TABLE 81. 

Successive extractions of humic acids which were separated from a humus soil D. 147 



(A) mg of humus dissolved at every single extraction 


8 

43.0 

32 

trace 

0 

0 

0 

0 

0 

46 2 

9 

46.2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

46.2 

10 

46.2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

46.2 

11 

46.2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

46.2 

12 

46.2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

46.2 


(B) Per cent of (A) in its original content 


8 

93.1 

6.9 

trace 

0 ! 

0 

0 

0 

0 

100.0 

9 

100.0 

0 

0 

0 1 

0 

o 

0 

0 

100.0 

10 

100.0 | 

0 

0 

0 1 

0 

0 

0 

0 

100.0 

11 1 

100.0 

0 

0 

o ! 

0 

0 

0 

0 

100.0 

12 1 

100.0 

0 

0 

0 1 

0 

0 

0 

0 

1 

100.0 


TABLE 82. 

Successive extractions of humic acids which were separated from a humus soil D. 370 


dH 




Extraction times 





1 i 

2 

3 

4 | 5 

6 

7 

i 

8 

Sum 


^A) mg < 

of humus dissolved at every single extraction 


8 

| 59.9 

0.8 

, o.i 

trace 0 

0 

0 

0 

60.8 

9 

60.8 

0 

0 

0 0 

0 

0 

0 

60.8 

10 

60.8 

0 

, 0 

0 0 

0 

0 

0 

60.8 

11 

60.8 

0 

0 

0 0 

0 

0 

0 

60.8 

12 

! 60.8 

0 

0 

0 0 

0 

0 

0 

i 

60.8 



(B) 

Per cent of (A) in its original content 



8 1 

j 

98.5 | 

1.3 

0.2 

trace | 0 

0 

0 

0 

100.0 

9 ' 

100.0 | 

0 

0 

0 0 

0 I 

0 

0 

100.0 

10 

100.0 

0 

0 

0 | 0 

0 

1 

0 

0 

100.0 

11 

100.0 

0 

• 0 

0 0 

0 

0 

0 

100.0 

12 

1 100.0 

1 

1 0 

0 

0 0 

0 

0 

0 

100.0 
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TABLE 83. 

Successive extractions of humus substances from aluminum humates 


Extraction times 



1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

Sum 

(A) mg of humus dissolved at every single extraction 

8 

10.2 

| 2.4 

1.8 

0.8 

0.8 

1 °* 6 

[ 0.6 

trace 

18.0 

9 

12.6 

3.6 

3.3 

3.3 

2.4 

2.4 

2.1 1 

2.1 

31.8 

10 

18.6 

5.1 

5.1 

4.8 

4.2 

3.9 

3.0 

1.5 

46.2 

11 

48.9 1 

3.6 

2.7 

2.1 

trace 

0 

0 

0 

57.3 

12 

57.3 

0 

0 

0 

0 

0 

; 

0 

0 

573 


(B) Per cent of (A) in its original content 


8 

17.8 1 

4.2 

3.i 

1.4 

1 L4 

1.1 

Li 

trace 

31.4 

9 

22.0 1 

6.3 

5.8 

5.8 

i 4 - 2 

42 

3.7 

3.7 

55.5 

10 

32.5 

8.9 

8.9 

8.4 

1 7.4 

63 

5.3 

2.6 

80.6 

11 1 

1 85.3 

6.3 

4.7 

3.7 

trace 

o 

0 1 

1 0 

100.0 

12 

1 100.0 

i 

0 

0 

0 

' 0 

1 

0 

0 

0 

100.0 


TABLE 84. 

Successive extractions of humus substances from ferric humates 


pH 



3 


Extraction times 
4 | 5 6 


7 


8 1 Sum 


'Al mg of humus dissolved at every single extraction 


8 

7.9 

1.8 

1.5 

1.4 

12 

1.0 

0.9 

0.9 

16.6 

9 

11.6 

2.3 

13 

1.5 

1.4 

1.1 

0.9 

0.9 

21.5 

10 

14.3 

3.5 

2.7 

2.3 

2.3 

22 

1.8 

1.6 

30.7 

11 

36.5 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

36.5 

12 

36.5 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

363 


(B) Per cent of (A) in its original content 


8 1 

1 21.6 

4.9 

4.1 

33 

1 3.3 

2.7 

1 

2.5 

2.5 

45.5 

9 

31.8 

6.3 

4.9 

4.1 

33 

ao 

2.5 

2.5 

59.0 

10 ] 

393 

9.6 

7.4 

6.3 

6.3 

6.0 

4.9 

4.4 

84.1 

1 

11 

100.0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


12 

100.0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 
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TABLE 85. 


Successive extractions of humus substances from aluminum “ silico-hu mates ’ 


PH 

Extraction times 

1 

1 

| 2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

Sum 


(A) mg of humus dissolved at every single extraction 


8 

19.0 

2.7 

1.9 

1.5 

1.4 

1.0 

0.9 

0.5 

28.9 

9 

335 

3.5 

2.3 

2.0 

1.5 

0.8 

0.6 

0.5 

44.7 

10 

45.1 

6.0 

2.5 

1.8 

1.4 

1.0 

0.5 

0.5 

58.8 

11 

66.3 

1.0 

trace 

o I 

0 

0 

0 

0 

67.3 

12 

67.3 

0 

0 

0 ! 

0 

0 

0 

0 

67.3 



(B) 

Per cent of (A) 

in its original content 



8 

28.2 

4.0 

2.8 

22 

1 2.1 

1.5 

1.3 

0.7 

42.9 

9 

49.8 

5.2 

3.4 

3.0 

, 2.2 

12 i 

0.9 

0.7 

66.4 

10 

67.0 

8.9 

3.7 

2.7 

2.1 

1.5 

.7 

0.7 

87.4 

11 

98.5 

1.5 

trace 

0 

0 

0 

0 

0 

100.0 

12 

100.0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

100.0 


TABLE 86. 

Successive extractions of humus substances from ferric “ silico humates 


pH 


Extraction times 


3 4 

5 

6 

— 


Sum 


(A) mg of humus dissolved at every single extraction 


8 

5.4 

1.9 1 

1.6 

1.6 

1.5 

1.4 

1.3 

12 

15 9 

9 

5.8 

15 

1.7 

1.6 

1.6 

1.5 

1.4 

1.3 

16.7 

10 

16.3 

6.0 

5.5 

5.0 

2.3 

2.1 

2.0 

2.0 

41.2 

11 

32.5 

4.6 | 

a3 

1.1 

trace 

0 

0 

0 

41.5 

12 

41.5 

0 | 

0 

0 

0 

i 

0 

1 

0 

0 

41.5 


(B) Per cent of (A) in its original content 


8 


4.6 

3.9 

3.9 

3.6 

3.4 

3.1 

2.9 

38.3 

9 

14.0 

45 

4.1 

3.9 

3.9 

a6 

3.4 

3.1 

40.2 

10 

39.3 

145 

135 

12.1 

5.5 

5.1 

45 

4.8 

99.3 

11 

78.3 

11.1 

8.0 

2.7 

trace 

0 


0 

100.0 

12 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

100.0 
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lutions at the first extraction. Accordingly the solubility of the humic 
acid in the alkaline solutions with various pH values was markedly 
high. 

2. Humic acids separated from the soil D. 147 and D. 370 (Tables 
81 and 82) : Their solubility was almost similar to that of Merck’s 
humic acid. At higher pH values than 8 these acids from the both 
soils were extracted completely by the first extraction. 

3. Aluminum humates (Table 83): At various pH values ex- 
cepting the highest pH of all, humus substances were not extracted 
completely at the first extraction. The quantity which dissolved at 
the first extraction lowered directly proportional to decrease of pH 
values. The residual humus substance dissolved successively by the 
later extractions, and the dissolved quantity at every single extraction 
lowered with repeated extractions. The humus substance which 
was extracted during the all extraction times highered in its amount 
with increase of pH values, and the percentage in relation to its origi- 
nal content was about 31 per cent at pH 8, 56 per cent at pH 9, 
81 per cent at pH 10 and 100 per cent at the pH of 11 and 12. 

4. Ferric humates (Table 84) : The solubility of humus substances 
of ferric humates did not differ so noticeably from that of the aluminum 
humates. The per cent of the total dissolved humus substance in the 
original content was about 46 per cent at pH 8, 59 per cent at pH 9, 
84 per cent at pH 10, and at the pH of 11 and 12 all the humus 
substance was extracted. 

Thus, humus substances in the aluminum and ferric humate were 
less soluble in alkaline solutions with various pH values than that of 
the free humic acids. 

5. Aluminum “ silico-humates ” (Table 85): 

6. Ferric “ silico-humates ” (Table 86) : 

In these systems also, the solubility of humus substances in 
alkaline solutions was almost similar to that of the aluminum and 
ferric humate. That is, a large part of the humus substances entered 
into solutions at the first extraction and the quantity was proportional 
to the pH values of the solutions, and the residual humus substances 
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were successively extracted by the later extractions. While at the 
highest pH value they were completely extracted at the first extrac- 
tion. The quantity of the humus substances which dissolved through- 
out the all extinction times highered with increase of pH values, and 
in the aluminum system the percentage in the original humus 
substances was about 43 per cent at pH 8, 66 per cent at pH 9, 87 per 
cent at pH 10 and 100 per cent at pH 11 and 12. In the ferric 
system the percentage was about 38 per cent at pH 8, 40 per cent at 
pH 9, 99 per cent at pH 10, and 100 per cent at the pH of 11 and 
12. As it was seen, the solubility of these humates also, as well as 
in the aluminum and ferric humate, was markedly lower than that 
of the free humic acids. 

From the above data the following result can be concluded. The 
solubility of humus substances were raised by increasing pH values 
of solvents and the solubility in solutions with a definite pH value 
markedly differed from each other between the free humic acids and 
humates. The former was more soluble at any pH value than the 
latter. In this case, the influence of the difference in physical proper- 
ties of solutes upon the solubility should be so perceptible, for these 
solutes were in the similar physical condition to one another. It is 
therefore conclusively said that humus substances in the free state 
were more easily soluble in the alkaline solution than those in combi- 
nation with other components like iron, aluminum and silicon, and 
that humus substances in the aluminum or ferric “ silico-humate ” 
were present in the state similar to those in the aluminum and ferric 
humate, because their solubility in these solvents was not so different 
between the humates and “ silico-humates ”. 


B. Natural Soils 

In the preceding experiment it was observed that the humus 
substance which combined with other components dissolved to less 
extent in the alkaline solvent than that in the free state. 

The comparative examination of the solubility in the alkaline 
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solvent was therefore made between humus substances in soils and 
those in a free state. 

The soil sample employed in this experiment is shown in the 
following description. 

D. 147 Tainan-syu, Mt. Ari, 2500 m Height, humus soil, surface 
soil, sedimentary origin. 

D. 374 Taihoku-syu, Kaizan-gun, Ooka-syo, lateritic soil, 
surface soil, sedimentary origin. 

D. 376 Taihoku-syu, Kaizan-gun, Ooka-sho, near the above place. 

D. 396 Taityu-syu, Noko-gun, Central mountain chain, 3200 m 
Height, humus soil, surface soil, sedimentary origin. 

D. 368 Taihoku-syu, Mt. Sitisei, 800 m Height, humus soil, 
surface soil, igneous origin. 

D. 370 Taihoku-syu, Mt. Sitisei, 500 m Height, humus soil, 
surface soil, igneous origin. 

The fine earth from each soil, which was sifted through a 0.5 mm 
sieve, was treated in the same manner as that in the preceding ex- 
periment. 

For the sake of convenience in comparing the results obtained, 
the quantity of humus substances which were successively extracted 
from each soil by the alkaline solution with pH 12 until no more 
humus substances appeared in solution at 30 ’C, was presumed here 
as a total humus content of the soils. 

The following explanation is given for the results shown in tables 
87 to 92. 

The quantity and percentage of humus substances which were 
dissolved by the extraction with the alkaline solution were always 
proportional to pH values of the solvent. 

The per cent of the dissolved humus substances at every 
extraction in their total original content varied with the number of 
extractions. The first extraction always showed the highest quantity of 
them, and with added extractions less of humus substances was 
dissolved. There was no clear difference in their solubility betwfeen 
the soils of sedimentary and igneous origins. 
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TABLE 87. 

Successive extractions of humus substances from a soil D. 147. 

Total humu s=67.5 mg. 


pH 



Extraction times 



A mg of humus dissolved at every single extraction 


8 

i 30 

0.4 

0.3 

02 

02 

0.1 

0.1 

0.1 

1 4.4 

9 

1 5.4 

0.8 

0.3 

0.3 

0.3 

02 

02 

0.1 

7.5 

10 

9.7 

0.7 

07 

06 

0.5 

0.5 

0.2 

0.2 

f 13.1 

11 

21.9 

4.6 

2.6 

2.6 

2.0 

1.3 

0.9 

0.9 

36.8 

12 

50.1 

8.4 

2.4 

1.1 

0.9 

0.8 

0.7 

0.3 

64.6 



(B) 

Per cent of (A) 

in its o 

rigmal content 



8 

4.5 

0.6 

0.5 

0.3 

0.3 

0.2 

0.2 

02 | 

6.5 

9 

8.0 

12 

0.5 

0.5 

0.5 

0.3 

0.3 

0.2 

11.1 

10 

14.4 

1.6 

1.0 

0.9 

07 

0.7 

0.3 

0.3 

19 4 

11 

325 

6.8 

3.9 

3.9 1 

30 

1.9 

1.3 

1.3 

54.5 

12 

74.2 

1 12.5 

3.6 

1.6 I 

1.3 

12 

1.0 

0.5 

95.7 


TABLE 88. 

Successive extractions of humus substances from a soil D. 374 

Total humus =-72.4 mg. 


Extraction times 


pH 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 j 

Sum 

(A) mg of humus dissolved at every single extraction 

8 

1.6 

1 0.5 

0.2 

0.1 

trace 

trace 

trace 

trace 

2.4 

9 

1.8 

0.5 

0.2 

0.2 

0.1 

trace 

trace 

trace 

2.8 

10 

3.9 

0.8 

0.5 

0.4 

0.3 

0.3 

02 

0.1 

6.5 

11 

14.1 

3.8 

3.3 

1.5 

1.1 

1.1 

1.0 

1.0 

26.9 

12 

32.3 

11.2 

3.4 

2.3 

1.2 

12 

12 

1.1 

53.9 



(B) 

Per cent of (A) 

in its original content 



8 

1 2.2 

0.7 

0.3 

0.1 

trace 

trace 

trace 

trace 

32 

9 

2.5 

0.7 

0.3 

02 

0.1 

trace 

trace 

trace 

3.9 

10 

5.4 

1.1 

0.7 

0.6 

0.4 

0.4 

0.3 

0.1 

9.0 

11 

j 19.5 

5.3 

4.6 

Z1 

1.5 

1.5 

1.4 

1.4 

37 2 

12 

| 44.7 

15.5 

4.7 

32 

1.7 

1.7 i 

i 

1.7 

1.5 

742 
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TABLE 9L 

Successive extractions of humus substances from a soil D. 368 

Total humus =68.4 mg. 


Extraction times 



1 

2 

3 

4 

5 

6 

1 7 

8 

Sum 

(A) mg of humus dissolved at every single extraction 

8 

0.3 

02 

02 

0.1 

0.1 

0.1 

0.1 

0.1 

1.2 

9 

0.5 

0.3 

02 

02 

0.2 

02 

0.2 

0.1 

2.0 

10 

2.3 

2.0 

1.1 

1.0 

0.9 

0.7 

0.3 

0.2 

8.5 

11 

12.6 

4.4 

2.8 

2.7 

2.1 

2.1 

1.8 

1.8 

30.3 

12 

26.8 

9.6 

8.3 

5.0 

32 

2.5 

2.4 

2.2 

i j 

60.1 


(B; Per cent of <A) in its original content 


8 

0.4 

0.3 

0.3 

0.2 

0.2 

0.2 

0.2 

0.2 

1.8 

9 

0.7 

0.4 

0.4 

0.3 

0.3 

0.3 

0.3 , 

02 

2.9 

10 

3.4 

2.9 

1.6 

1.5 

1.3 

1.0 I 

0.4 : 

0.3 

12.4 

11 

18.4 

6.4 

4.1 

4.0 

3.1 

3.1 ! 

2.6 

2.6 

44.3 

12 

39.2 

14.0 

12.1 

7.3 

4.7 

3.7 

3.5 

3.2 

87.9 


TABLE 92. 

Successive extractions of humus substances from a soil D. 370 

Total humus =47.5 mg. 


Extraction times 



1 

2 

3 

4 

5 

6 

j 7 

8 

Sum 

(A) mg of humus dissolved at every single extraction 

8 

02 

0.1 

0.1 

0.1 


0.1 



0.9 

9 

0.4 

0.1 


0.1 




■ 

1.1 

10 

1.0 

0.3 

02 

0.1 

HjTB 

■ 


1 1 

2.0 

11 

9.7 

1.8 

12 

1.7 

1.7 

1.5 

1.4 

! 1.3 

21.0 

12 

202 

8.1 

32 

32 

1.8 

1.6 , 

1.1 


40.1 


(B) Per cent of (A) in its original content 


8 

0.4 

0.2 


02 

02 

02 

02 


mm 

9 

0.8 

0.2 


02 

0.2 

02 

02 



10 

2.1 

0.6 


0.2 

0.2 

02 

02 


■9 

11 

20.4 

32 


3.6 

3.6 

32 

32 


44 2 

12 

| 42.5 

17.1 

7.0 

6.7 

32 

3.4 

2.4 

Ka 

84.4 
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The average values of the percentage of dissolved humus 
substances during the all extraction times in the total original content 
were about 3.4 per cent at pH 8, 5.4 per cent at pH 9, 12.0 per cent 
at pH 10, 42.2 per cent at pH 11 and 85.0 per cent at pH 12. 

If the free humus substances separated from the humus soils D. 
147 and 370 are compared with the humus substances in these humus 
soils, the solubility of the former is much higher at any pH than that 
of the latter. That is, the former was completely dissolved at the 
every pH value by successive extractions. On the contrary, the solu- 
bility of the humus substances in the soils was rather near that of 
the various humates, though the former was comparatively less. 

Next came the successive extraction of the soil humus by the 
strong alkaline solution. As a strong alkaline solution a 4 per cent 
solution of ammonium hydroxide was applied. The extraction was 
repeated continuously until the humus substance ceased dissolving in 
the solvent. 

The procedure was along two different lines. At first, one portion 
of soil samples was washed with a 1 per cent hydrochloric acid 
solution to separate calcium from Ca-humates and then it was ex- 
tracted by 500 cc. of the 4 per cent ammonia solution at 30°C with a 
definite shaking. After extraction for 48 hours one half of the whole 
solution was removed to another vessel in order to estimate the amount 
of dissolved humus substances. An equal amount of the 4 per cent 
ammonia solution was again added to the residual solution and was 
extracted again for 48 hours. This treatment was repeated until the 
humus substance ceased dissolving in the solvent. The estimation of 
the humus substance was carried out after the Shibuya’s hydrogen 
peroxide method' 62, 6, ‘. 

Another portion of soil samples was not washed with the diluted 
hydrochloric acid solution before extraction by the ammonia solution. 
The other procedures were similar to the above experiment. 

The 4 per cent ammonia solution applied in this experiment 
showed a value of about pH 14. 

Soil samples employed are shown as follows : 
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D. 368 Taihoku-syu, Mt. Sitisei, 800 m Height, humus soil, 
surface soil, igneous origin. 

D. 370 do, 500 m Height, humus soil, surface soil. 

D. 371 do, under layer of D. 370, A s horizon. 

D. 374 Taihoku-syu, Kaizan-gun, Ooka-syo, lateritic soil, 
surface soil, sedimentary origin. 

D. 376 do, near the above place, lateritic soil, surface 

soil. 

D. 377 do, under layer of D. 376, A. horizon. 

The experimental result is given in the following tables 93 and 94. 

TABLE 93. 

Successive extractions of humus substances from soils of igneous origins 


by 4 per cent ammonium hydroxide solution 



D. 

i 

368 

j D. : 

370 

D. 371 

1 

Extrac* 



Without HC1 treatment 










times 

mg of 

1 V> of dis- 

mg of 

Vo of dis- 

mg of 

I Vo of dis- 

humus dis- 

solved 

humus dis- 

solved 

humus dis- 

solved 


solved at 

humus in 

solved at 

humus in 

solved at 

humus in 


every single 

its total 

every single 

its total 

every single 

its total 


extract 

content 

extract 

content 

extract 

content 

1 

592.6 

1 79.6 

335.0 

70.5 

248.6 

1 69.6 

2 

45.0 

1 6.0 

39.8 

8.4 

32.8 

92 

3 

40.2 

5.4 

24.0 

5.1 

16.8 

l 4.7 

4 

18.2 

2.4 

20.0 

42 

15.0 

, 4 2 

5 

15.2 

2.0 

18.6 

33 

14.4 

| 4.0 

6 

13.8 

1.9 

15.8 

3.3 

14.0 

3.9 

7 

10.0 

1.3 

14.8 

3.1 

10.0 

2.8 

8 

8.0 

1.1 

6.0 

1.3 

3.6 

1.0 

9 

1.8 

0.2 

1.0 

0.2 

1.8 

0.5 

Sum 

744.0 


475.0 


357.0 





With HC1 treatment 



1 

555.6 

70.9 

311.8 

71.7 

214.8 

71.4 

2 

72 2 

9.2 

29.8 

6.9 

23.0 

7.6 

3 

44.6 

5.7 

26.6 

6.1 

20.4 

63 

4 

40.6 

52 

20.8 

4.8 

13.0 

4.3 

5 

20.0 

2.6 

16.0 

3.7 

10.0 

3.3 

6 

19.0 

2.5 

9.4 

22 

9.6 

32 

7 

16.4 

2.1 

8.4 

1.9 

4.6 

1.5 

8 

7.4 

0.9 

6.8 

1.6 

3.8 

1.3 

9 

7.4 

0.9 

52 

12 

IS 

03 

Sum 

783.8 


434.8 


301.0 
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TABLE 94. 

Successive extractions of humus substances from soils of sedimentary origins 
by 4 per cent ammonium hydroxide solution 


D. 374 


D. 376 


D. 377 


Extrac- 

tion 

times 

Without HCl treatment 

mg of 
humus dis- 
solved at 
every single 
extract 

V> of dis- 
solved 

1 humus in 

1 its total 
| content 

mg of 
humus dis- 
solved at 
every single 
extract. 

Vo of dis- 
solved 
humus in 
its total 

1 content 

mg of 
humus dis- 
solved at 
every single 
extract. 

Vo of dis- 
solved 
humus in 
its total 
content 

~ 1 ~ 

106.6 

1 62.3 

83.6 

62.2 

1 59.4 

, 62.9 

2 

37.2 

21.7 

30.3 

22.3 

22.8 

1 24.2 

3 

90 

5.3 

8.0 

6.0 

5.8 

1 6.1 

4 

8.0 

4.7 

5.8 

4.3 

3.0 

3.2 

5 l 

l 6.8 

4.0 

5.4 

4.0 

22 

2.3 

6 

3.6 

2.1 

1.6 

1.2 

1 1 * 2 

1.3 

Sum 

171.2 


! 134.4 


! 94.4 





With HCl treatment 



1 

113.4 

82.8 

90.6 

79.2 

68.4 

89.3 

2 

86 

6.3 

10.0 

8.7 

4.2 

5.5 

3 

7.0 

5.1 

7.0 

6.1 

2.0 

2.6 

4 

5.6 

4.1 

4.8 

4.2 ! 

1.2 

1.6 

5 

2.0 

1.5 

1 2.0 

1.8 I 

0.6 

0.8 

6 

0.4 

0.3 

slight 

slight 

0.2 

0.3 

Sum 

137.0 


114.4 


76.6 



In any case the quantity and percentage of the dissolved humus 
substance decreased in a reverse proportion to the increase in the 
number of extractions. In such a strong alkaline solution, however, 
a great part of the humus substance was dissolved in the solvent by 
the first extraction, and after the second a far smaller amount was 
successively dissolved in the solution. 

The per cent of the dissolved humus substance at the first ex- 
traction in its total content was far greater in the present case than 
that of pH 12. 

The extraction of humus substances in the soils of sedimentary 
origins was completed more rapidly than those of igneous origins. 

In short, the solubility of humus substances in the alkaline solutions 
was different to a large extent among the free humic acids, the vari- 
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ous humates and the soils. The free humic acids showed the highest 
solubility at any pH value, while the lower was seen in the humates 
and soils and their solubility was not so different between them, 
although the former was comparatively higher than the latter. It is 
shown, therefore, that free humus substances are more easily soluble 
at given hydrogen-ion concentrations than humus substances which 
are in combination with other components ; that in soils their humus 
substances must not only present in a free state but also in combi- 
nation with others; and further that the combining form of humus 
substances in soils must be resemble to some extent that of these 
humates, because the solubility of humus substances in the humates and 
soils was nearly similar to one another at the various hydrogen-ion 
concentrations. 


C. Summary 

The present chapter dealt with the experiment for the successive 
extraction of humus substances from humic acids, humates and natural 
soils at different hydrogen-ion concentrations. Thereby it was ascer- 
tained whether differences in the form of humus substances influence 
their solubility in a certain solvent. 

The sample for the experiment included the following substances : 
1) Humic acids (Merck’s humic acid, humic acid separated from 
soils), 2) Humates (aluminum humates, ferric humates, aluminum 
“ silico-humates ’’ and ferric “ silico-humates ”), 3) Various soils. 

The samples were extracted successively several times by sodium 
hydroxide solutions and ammonia solutions having the pH of 8 
to 14 at a temperature of 30° C. The experimental procedure was as 
follows. A known quantity of samples from which their humus 
substances were to be extracted was placed in a flask. In order to 
make the extraction at various pH values a given quantity of sodium 
hydroxide and ammonium hydroxide solutions with different concen- 
trations was added to the flask and the total volume was made up to 
200 cc. by adding water. These alkaline solvents were made of six 
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grades of pH values, i. e., pH 8, 9, 10, 11, 12 and 14. The contents 
in the flask were allowed to stand for 24 hours with a definite shaking, 
and then one half of the solution, in which were dissolved humus 
substances, was transfered to another vessel in order to estimate the 
quantity of dissolved humus substances. The alkaline solvent of the 
same pH as that of the flask was added again to the residual solution 
in the flask to an amount equal to that of the removed solution. 
The solution which was renewed by one half, was allowed to stand 
24 hours and then one half of the contents were exchanged again. 
This treatment was repeated successively several times. 

The results obtained are briefly summarized as follows : 

The quantity of dissolved humus substances was highest at the 
first extraction and thereafter decreased gradually with added ex- 
tractions. Humus substances which were extracted during the all ex- 
traction times were always proportional to pH values of the solvents. 

There was a definitely noticeable difference in the solubility at 
any pH value among the free humic acids, the humates which were 
prepared isoelectrically, and the natural soils. The free humic acids 
showed the highest solubility at any pH value, whereas in the 
humates and the soils was found a far lower solubility, which was not 
so different between them, although the solubility of the humates was 
comparatively higher than that of the soils. 

Between Merck’s humic acid and the humic acids which were 
separated from soils almost no difference in their solubility in the 
solvents could be observed. 

The solubility of free humus substances separated from natural 
humus soils was markedly lower than that of humus substances in 
the same soils. This gives some suggestion concerning the form of 
humus substances in natural soils. 

Since free humus substances were more easily soluble at any pH 
value than humus substances which are in combination with other 
components, and further the solubility between the various humates 
and natural soils shoved a no marked difference, it is conclusively 
said that humus substances in natural soils, as well as in the humates 
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prepared isoelectrically, are not present only in a free state but exist 
in a less soluble state which combines with others. 


VII. DISSOLVING OF IRON AND ALUMINUM FROM 
THEIR HUMATES AT DIFFERENT HYDRO- 
GEN-ION CONCENTRATIONS 

A. Experimental 

The preceding chapter treated of the experiment dealing with the 
solubility of humus substances in various forms at different hydrogen- 
ion concentrations, and then from their solubility some consideration 
was given to the form of humus substances in their humates and in 
natural soils. 

The present experiment seeks to determine to what extent the 
iron or aluminum in their humates is attacked by solvents with vari- 
ous hydrogen-ion concentrations. 

As samples hydroxides of aluminum and iron, humates of alumi- 
num and iron, and aluminum and ferric “ silico-humates ”, were em- 
ployed. Natural soils were not taken in this experiment, because 
aluminum and iron exist in complicated conditions in soils and 
accordingly their solubility in solvents can not be compared simply 
with the single compound of iron and aluminum. 

The samples were prepared by the following procedure : 

1. Hydroxides of aluminum and iron : From Merck’s aluminum 
or ferric chloride their hydroxides were precipitated by the addition 
of an alkaline reagent. The flocculate was continuously washed with 
distilled water, then dialyzed electrically for the removal of impurities. 
The pure hydroxide gel obtained was applied in the experiment. 

2. Humates of aluminum and iron : From the mixture ot the 
20 millimols/L solution of FeCl, -6H 2 0 or A1C1, • 6 H.O with an equal 
volume of the 8 millimols/L solution of Na-humate, isoelectric floc- 
culates were completely made and they were purified sufficiently. 
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Consequently, the ratio of humus to aluminum or iron in the each 
flocculate was 1 : 2.5 millimols. 

3. Aluminum and ferric “ silico-humates ” : They were prepared 
isoelectrically by means of the method similar to that in the previous 
chapter. Their ratio of SiO ? : R,0 3 : Humus was 5 : 2.5 : 1 millimols. 

From these samples iron and aluminum were extracted succes- 
sively ten times at various hydrogen-ion concentrations, then were 
estimated gravimetrically. One series of a given weight of these samples 
was taken in flasks with 300 cc. capacity and a known quantity 
of the solution which was acidified to various pH values of 2, 3, 4 
and 7 by hydrochloric acid was added to it. After the solution had 
stood for 24 hours at 30° C with a definite shaking, one half of the 
supernatant solution was transferred to another vessel in order to esti- 
mate the amount of aluminum and iron extracted. Then a new acidic 
solution of same pH and having the same volume as the removed 
solution was again poured into the residual solution in the original 
flask, and after 24 hours one half of the solution was changed again. 
This treatment was repeated successively ten times and the quantity 
of aluminum and iron dissolved at every single extraction was de- 
termined quantitatively. 

The results obtained are given in tables 95 to 100. 

1. Hydroxide of aluminum : At pH of 7 none of aluminum was 
extracted during the all extraction times, while at the other pH the 
total amount of aluminum dissolved completely within several ex- 
tractioqs. 

The quantity and percentage of the dissolved aluminum at the 
first extraction, at which a large part of aluminum entered into 
solutions, increased in reverse proportion to the value of pH. 

The lower the pH value the less times were needed to complete 
the extraction. 

2. Hydroxide of iron : In this case a result similar to that in 
the case of aluminum hydroxide was generally obtained. At pH of 
3 and 4, however, all of the iron was not extracted within ten times. 
Accordingly the solubility of the iron in the solutions with a definite 
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TABLE 95. 

Successive extractions of aluminum from A1 (OH) t 

Total A1*0 j* 5 442.0 mg. 

Extraction times 

1 ( 2(34 5 6 I 7 9 I 10 I Sum 


(A) mg of AljOa dissolved at every single extraction 


7 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

4 

1 189.6 103.0 

58.8 

36.7 

35.8 

16.8 

5.7 

trace 

0 

0 

3 

432.3 1 9.3 

1.3 

trace 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

383.0 [ 4.0 

trace 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


(B) Per cent of (A) in its original content 


7 

1 0 

0 

! 0 

0 

0 

0 

1 0 

0 

0 

0 

0 

4 

1 42.9 1 

23.3| 

| 13.3 

8.3 

8.1 

3.8 

1.3 

trace 

0 

0 

100.0 

3 

1 97.8 

2.1 

0.3 

trace 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

100.0 

2 

1 99.1 

0.9 

trace 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

100.0 


TABLE 96. 

Successive extractions of iron from Fe(OH) { 

Total Fe*Oj= 344.5 mg. 


nH 





Extraction 

times 







2 

3 

4 

5 

6 

! 7 

1 8 

1 8 

9 

! 10 

| Sum 



A' 

mg of FetOi < 

dissolved at every single extraction 



7 ' 

0 1 

1 0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


4 , 

15.9 

14.8 

5.9 

0.3 

0.3, 

02 

trace 

0 i 

0 

0 


3 

39.6 

22.4 

20.0 

15.8 

15.5 

8.3, 

8.0 

1.7 

trace 

0 


2 

201.9 

138.8 

3.8 

0 

0 

0 

®| 

0 

0 

0 




( 

B) Per cent of (A) 

in its original content 



7 

! 0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

4 

4.6 

! « 

! 1.7 

0.1 

0.1 

0.1 

trace 

0 

0 

0 

10.9 

3 

11.5 

6.5 

5.8 

' 4.6 

4.5 

2.4 

2.3 

0.5 

trace 

0 

38.1 

2 

58.6 

1 

40.3 

1.1 

0 

i 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

100.0 
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TABLE 97. 

Successive extractions of aluminum from aluminum humates 

Total A1 j 0 3 = 438.4 mg. 

Extraction times 

1 I 2 | 3 4-j ?} 9 ! 10 1 Sum 


'A) mg of AI2O3 dissolved at every single extraction 


7 

1 ° 

0 

0 

0 

0 

0 

0 1 

0 

0 

0 1 


4 

1 16.6 

6.1 

48.1 

22 

trace 

trace 

trace | 

trace 

trace 

trace 


3 

I 67.1 

39.5 

28.5 

18.4 

16.6 

14.0 

8.3 

53 

2.0 

trace 


2 

1 178.0 

! 100.0 

99.5 

26.3 

18.4! 

7.5 

7.5, 

3.9 

trace 

0 1 




(B) Per cent of (A) 

in its original content 



7 

0 

0 

0 

l 0 

1 0 

! 0 

i 0 

0 

0 

1 ° ! 

0 

4 

3.4 

1.4 

1.1 

0.5 

1 

trace 

trace 

. trace 

trace 

trace 

j trace j 

6.7 

3 

15.3 

9.0 

6.5 

| 4.0 

3.8 

3.2 

1.9 

12 

0.5 

trace 

| 

45.4 

2 

406 

1 22.9 

1 22.7 ' 6.0 

42 

1.7 

1 1.7 

1 ; 

0.9 

trace 

1 ° 

100.0 


TABLE 98. 

Successive extractions of iron from ferric humates 

Total Fe^O j=3562 mg. 


Extraction times 


pH 



1 

2 

1 3 

, _ 4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Sum 



lA) 

mg of FesO t dissolved at every single extraction 



7 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


4 

15.4 

12.1 

4.4 

4.4 

I trace 

trace 

trace 

trace 

trace 

trace 


3 

42.0 

42.0 

33.1 

21.3 

12.2 

12.0 

trace 

trace 

trace 

trace 


2 

55.6 

44.2 

34.9 

31.0 

1 

22.8 

1 

16.4 

9.3 

7.1 

6.8 

1 

5.7 

1 




B) Per cent of iA) 

in its original content 



7 

1 0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 0 

0 

I 0 

0 

4 

1 4.4 

3.3 

1.1 

1.1 

trace 

trace 

trace 

trace 

trace 

trace 

9.9 

3 

12.3 

12.3 

9.2 

6.0 

3.2 

3.1 

trace 

trace 

trace 

tr^ce 

45.0 

2 

| 15.6 

13.4 

9.8 

8.7 

6.4 

1 

4.6 

2.6 

2.0 

1.9 

1.6 

65.6 





124 


Hideaki Saeki 


TABLE 99. 

Successive extractions of aluminum “ silico-humates ” 


Total Al2Oi«=401.3 mg. 


pH 

Extraction times 

1 

2 

3 

4 5 

6 ! 

7 

8 

9 

10 j Sum 


(A) mg of AlgOj dissolved at every single extraction 


7 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 o 

0 


4 

0 

77.0 

30.9 

15.6 

15.2 

4.0 

4.0 

4.0 

3.1 

2.0 


3 

200.7 

65.8 

26.9 

7.6 

4.0 

4.0 

42 

3.2 

2.4 

2.4 


2 

1738 

127.2 

i 

46.1 

15.6 

112 

42 

4.4 

3.9 

2.1, 

trace 




\ 

B) Per cent of (A) 

in its original content 



7 

0 | 

0 

0 

0 

0 

j o 

0 

o 

0 

0 

i 

0 

4 

0 

19.2 

7.7 

3.9 

3.8 

I 1.0 

1.0 

i 

1.0 

0.8 

0.5 

1 38.9 

3 

50.0 

16.4 

6.7 

1.9 

1.0 

I 1.0 

1.0 

0.8 

0.6 

0.6 

80.0 

2 

43.3 

31.7 

11.5 

3.9 

2.8 

1.0 

1.0 

1.0 

0.5 

trace 

96.7 


TABLE 100. 

Successive extractions of iron from ferric “silico-humates” 

Total FegO i=306.5 mg. 


pH 


Extraction times 

l|2|3|4j5'6|7|8|9 10 Sum 


(A) mg of Fe20 t dissolved at every single extraction 


7 

0 

0 

0 

0 

0 

o 

0 

0 

0 

0 

4 

8.6 

trace 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

3 

37.4 

19.9 

11.3 

8.6 

6.4 

5J8 

5.8 

3.1 

3.1 

3.1 

2 

171.9 

26.1 

18.4 

15.3 

8.6 

3.7 

3.1 

3.1 

2.5 

1.8 


(B) Per cent of » A) in its original content 


7 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 ! 

0 

4 

2.8 

trace 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

° i 

0 

3 

12.2 

6.5 

3.7 

2.8 

2.1 

1.9 

1.9 

1.0 

1.0 1 

I 

1.0 

2 

56.1 

8.5 

6.0 

5.0 | 

2.8 

, L2 

1.0 

1.0 

0.8 | 

0.6 
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acidity was comparatively lower than that of the al um inu m which 
was seen in the preceding case. This perhaps depends upon the 
difference between their nature that iron is weaker as a base than 
aluminum, and therefore the isoelectric point of the former lies at 
more acidic side than that of the latter. 

3. Aluminum humates and aluminum “ silico-humates ” : The 
general behavior of these samples in the presence of the solvent with 
various pH values, in comparison with that of aluminum hydroxide, 
did not differ remarkably. It was, however, seen that aluminum in 
these samples was less soluble in the solvent with same pH than the 
aluminum hydroxide. Below pH 4 all the aluminum hydroxide dis- 
solved completely within the course of the extractions, whereas the 
aluminum humate dissolved only to an extent of 7 per cent at pH 4, 
45 per cent at pH 3, and the aluminum “ silico-humate ” was ex- 
tracted only to an extent of 39 per cent at pH 4, 80 per cent at pH 
3 and 97 per cent at pH 2. 

The fact that the aluminum component in these humates dis- 
solved to less extent at various hydrogen-ion concentrations than that 
of the hydroxide of aluminum, gives some certainty to the assumption 
that the aluminum component in the aluminum “ silico-humate ” 
exists not independently of other components, but in a combined con- 
dition similar to the aluminum humate which has been assumed as a 
chemical compound. 

4. Ferric humates and ferric “ silico-humates ” : In this case also, 
as well as in the case of the hydroxide of iron, the solubility of the 
iron increased in a reverse proportion to the value of pH, and the 
ratio of the dissolved iron at each extraction to its total original con- 
tent varied regularly with additional extractions.- 

The per cent of the dissolved iron at any pH value was con- 
siderably lower in this case than in the case of the ferric hydroxide. 
' In other words, it indicates that the solubility of the iron component 
in the humates was lower than that of the ferric hydroxide and that 
all of the iron component in the humates may therefore not exist in 
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a simple form such as hydroxide but, at least a part of it, in combi 
nation with other components. 

B. Summary 

In the present experiment iron and aluminum were extracted 
from their various humates at various hydrogen-ion concentrations in 
order to examine their form. 

As samples the following materials were employed : Hydroxides 
of iron and aluminum, humates of iron and aluminum, and “silico- 
humates ” of iron and aluminum, which were isoelectrically prepared. 
These samples were successively extracted for ten times by the sol- 
vent which was kept at various hydrogen-ion concentrations, i. e., pH 
2, 3, 4 and 7, by means of the addition of hydrochloric acid. By the 
observation of the quantity, percentage and extraction velocity of alumi- 
num and iron which dissolved in the solvent, the structures of 
these samples were compared and further the form of both com- 
ponents in these samples was assumed. 

The results obtained are briefly summarized as follows : The 
quantity and percentage of these components, i. e., iron and aluminum 
which dissolved within the course of the extractions were reversely 
proportional to the value of pH. 

The per cent of these dissolved components at every single ex- 
traction in their total original content showed not a constant value 
but varied regularly with the increase of extractions. 

The solubility of iron and aluminum in the ferric and aluminum 
“ silico-humate " was considerably lower than that of the hydroxide, 
and showed a value nearly similar to that of the humate of iron and 
aluminum. This fact gives therefore some certainty to the assump- 
tion that these components in the aluminum and ferric “ silico-humate ” 
exist not independently of the other components but may combine in 
a condition almost similar to their simple humates which have been 
assumed as chemical compounds. 
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VIII. CONDUCTMETRIC INVESTIGATIONS ON THE 
REACTION OF HUMUS SUBSTANCES TO 
OTHER SUBSTANCES 

A. Experimental 

In the previous studies various conditions for the formation of 
various humates and the form of humus substances in them have 
been considered. The present experiment dealt with the interaction 
between humus substances and others which exist together in one 
system, by means of the conductmetric method. 

The systems, in which two different substances, i. e., A and B, 
are present together in mutual ratios of 0 to 100 respectively, should 
show different electric conductivity according to the variation of the 
mutual ratio of the two substances. In this case, the difference of the 
conductivity should be affected by some factor, such as the difference 
of the mutual action between the two substances. The following three 
cases were selected according to the change of the conductivity. 

Changes in the conductivity of electrolytes is not accurately pro- 
portional to their degree of dilution, as shown by the Debye-HOckel 
theory 13,11 ’, but this beyond question has no practical meaning for 
this experiment with dilute solutions of electrolytes. 

1. A and B do not interact mutually : In this case the conduc- 
tivity of the system will be in agreement with the sum of the indi- 
vidual conductivity and therefore the curve will show a straight line 
such as the line m n in figure 11. 

2. Between A and B only a mechanical adsorption takes place: 
In this case the conductivity will be lower to some extent in every 
ratio of them than the sum of the individual conductivity, and in 
consequence the curve will lie under the line m n, like that of the 
line m q n . 

3. Between A and B a chemical or ionic interaction takes place : 
In this case the conductivity curve will lie on both sides of the line 
m n, according to the nature of the individual substance. 
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Fig. 11. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, 
depending on varying their proportions. 

Line m z: Conductivity of A itself. 

Line y n: Conductivity of B itself. 

Line m n: Sum of the individual conductivity. 


On the basis of such differences of conductivity, it was determined 
whether a chemical or ionic interaction takes place between humus 
substances and another in the system. The conductivity and pH value 
were therefore determined in all the mixtures of the various 
substances. 

The combination of the two substances was given as follows : 

1. Humic scid suspension + NH4OH solution. 

2. „ + NaOH solution. 

3. + Na2Si0 3 solution. 

4. „ + A1 (OH)s suspension. 

5. „ + Fe(OH) 9 suspension. 

6. Na-humate Solution + A1C1 3 solution. 

7. „ + FeCl 9 solution. 

8. „ + A1 (OH )3 suspension. 
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9. Na-humate Solution + Fe (OH' 3 suspension. 

10. „ + Na 2 Si0 3 solution. 

11. Na2Si0 3 solution + A1CL, solution. 

12. „ + FeCl 3 solution. 

13. „ + A1 (OH) 3 suspension. 

14. „ + Fe (OH) 0 suspension. 

15. (Na2Si0 3 solution + Na-humate solution) + A1C1 3 solution. 

16. ( „ + „ ) + FeCl 3 solution. 

17. ( „ + „ ) + A1 (OH)s suspension. 

18. ( „ + „ ) + Fe (OH)s suspension. 

19. Soil clay suspension + Na-humate solution. 

20. Soil clay suspension + NaOH solution. 

The substances used in the experiment were prepared by means 
of the following method. 

1. Humic acid suspension: Merck’s humic acid. 

2. Na-humate : The equivalent combination of Merck’s humic 
acid and sodium hydroxide. 

3. Aluminum hydroxide suspension : From the concentrated 
aluminum acetate solution the hydroxide was prepared after the method 
described by Wo. Ostwald 53 ' and was purified by electrodialysis. 

4. Ferric hydroxide suspension : The ferric hydroxide solution 
was hydrolysed after the method described by Wo. Ostwald 50 ’, and 
the hydroxide suspension obtained was sufficiently purified by means 
of electrodialysis. 

5. Soil clay suspension : The sample was taken from A horizon 
of the lateritic soil in Taihoku-syu. From this soil was prepared 
hydrogen-clay, whose diameter is below about 1 /•< . 

Each of the two substances was mixed with the other in different 
proportions and the mixtures were stoppered closely, then were allowed 
to stand over night at a temperature of 30 ’C with a definite shaking. 
Thereafter the specific conductivity and pH value of these mixtures 
were determined. As the apparatus for the determination of the 
conductivity the Tinsley’s “ Universal Bridge ” with an amplifier was 
employed. The results obtained in the experiment were shown in 
tables 101 to 120 and figures 12 to 31. 
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TABLE 10L 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions 

(A) 2 millimols humic acid suspension + 

(B) 2 millimols NH4OH solution. 


No. 

A 

V 

B 

Vo 

Floe. 

Sum of con- 
duct of A, B. 
.10- 5 Mho 

Conduct, found 
in mixtures 
.10- 5 Mho 

Difference 

.10- 5 Mho 

1 

PH 

1 

100 

0 

+ 

2.5 

2.5 

± 0.0 

3.8 

2 

98 

2 

+ 

2.9 

4.1 

+ 1.2 

6.1 

3 

96 

4 

+ 

3.3 

6.9 

+ 3.6 

6.5 

4 

94 

6 

+ 

3.7 

11.9 

+ 82 

6.8 

5 

92 

8 

+ 

4.1 

14.6 

+ 10.5 

7.2 

6 

90 

10 

- 

4.5 

16.0 

+ 11.5 

7.4 

7 

80 

20 

— 

6.3 

16.5 

+ 10.2 

8.4 

8 

70 

30 

- 

82 

17.2 

+ 9.0 


9 

60 

40 


10.1 

17.5 

+ 7.4 


10 

50 

50 


12.0 

18.4 

+ 6.4 


11 

40 

60 

- 

13.9 

19.2 

+ 5.3 


12 

30 

70 

— 

15.8 

19.2 

+ 3.4 


13 

20 

80 

- 

17.7 

19.5 

+ 1.8 


14 

10 

90 

— 

19.6 

20.4 

+ 08 


15 

0 

100 

— 

( 21.5 

21.5 

± 0.0 



TABLE 102. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions 

(A) 2 millimols humic acid suspension + 

(B) 2 millimols NaOH solution. 


No. 

A 

V 

B 

* 

Floe. 

Sum of con- 
duct. of A, B. 
.10- 5 Mho 

Conduct, found 
in mixtures 
.lO- 5 Mho 

Difference 

.10-' Mho 

PH 

1 

100 

0 

+ 

2.5 

2.5 

± 0.0 

3.9 

2 

90 

10 

+ 

7.1 

2.5 

; - 4.6 

4.9 

3 

80 

20 

+ 

11.7 

3.8 

-7.9 

5.5 

4 

70 

30 

+ 

16.4 

5.7 

—10.7 

5.9 

5 

60 

40 

+ 

21.1 

7.9 

-13.2 

6.5 

6 

50 

50 

- 

25.9 

10.3 

1 

-15.6 

6.9 

7 

40 

60 

- 

30.6 

14.3 | 

-16.3 

7.7 

8 

30 

70 

- 

35.4 

18.6 1 

—16*8 


9 

20 

80 

- 

40.0 

25.2 ! 

-148 


10 

10 

90 

- 

44.6 

32.0 

-12.6 


11 

0 

100 

- 

48.9 

48.9 

± 0.0 
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TABLE 103. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions 

(A) 2 millimols humic acid suspension 4- 
^B) 2 millimols NasSiOt solution. 


No. 

A 

Y> 

B 

Yo 

Floe. 

Sum of con- 
duct. of A, B. 
.10“ 5 Mho 

Conduct found 
i in mixtures 
.10-’ Mho 

Difference 1 
.10-* Mho 

pH 

i 

103 

0 j 

-f 

2.5 

2.5 

± 00 

3.9 

2 

90 

10 

4- 

5.0 

0.8 

- 4.2 

5.0 

3 

80 

20 I 

4- 

7.4 

3.5 

- 3.9 

5.8 

4 

70 

30 

4- 

9.7 

5.9 

- 3.8 

6.1 

5 

| 60 

40 

+ 

12.2 

7.9 

- 4.3 

6.6 

6 

; so 

50 

4 

14.6 

10.0 

- 4.6 

72 

7 

40 

60 

- 

17.0 

12.7 

- 4.3 

7.8 

8 

30 

70 

- 

19.3 

t 15.0 

- 4.3 


9 

20 

80 

- 

21.6 

1 18.3 

- 3 3 


10 

10 

90 

- 

24.0 

21.8 

- 22 


11 

0 

100 

- 

26.2 

! 

26.2 

± 0.0 



TABLE 104. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions 

V A) 2 millimols humic acid suspension 4- 
[B^ 2 millimols Al(OH) s suspension. 


1 

No. 

I 

A 

Y 

i 

B | 

i 

Floe 

Sum of con- 
duct. of A, B. 
.10- 5 Mho ! 

Conduct found 
in mixtures 
.10" 5 Mho 

Difference 

.10- 5 Mho 

pH 

1 

100 

0 ! 

4 

2.7 

2.7 

4 0.0 

3.8 

2 

90 

10 

4 

3.2 

2.8 

- 0.4 

4.3 

3 

80 

20 1 

4 

3.7 

3.1 

- 0.6 

4.6 

i 

4 

70 

30 

4- 

42 

3.5 

- 0.7 1 

4.7 

5 

60 

40 

4 

4.8 

4.0 

- 0.8 | 

! 4.8 

6 

50 

50 

4 

5.3 

4.7 

- 0.6 j 

4.9 

7 

40 

60 

4 

5.8 

4.9 

- 0.9 

1 5.0 

8 

30 

70 

4 

6.3 

5.5 

- 0.8 

5.1 

9 

20 

80 

4 

6.8 

5.9 

- 0.9 

52 

10 

10 

90 

4 

7.3 

6.9 

- 0.4 

| 5.3 

11 

: 

0 

100 

4 

7.9 

7.9 

± 0.0 

j 5.4 
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TABLE 105. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions 

(A) 2 millimols humic acid suspension -f 

(B) 2 millimols Fe(OH)a suspension. 


No. 

A 

Yo 

B 

Y> 

Floe. 

Sum of con- 
duct. of A, B. 
.10-* Mho 

Conduct found 
in mixtures 
.10“ 15 Mho 

Difference 

.10-* Mho 

pH 

1 

100 

0 

4- 

2.7 

2.7 

± 0.0 

3.8 

2 

90 

10 

-h 

2.8 

3.6 

+ 0.8 

3.8 

3 

80 

20 

4- 

2.8 

3.5 

+ 0.7 

3.8 

4 

| 70 

30 

+ 

2.9 

3.8 

4- 0.9 

3.9 

5 

60 

40 

4- 

3.0 

3.8 

+ 0.8 

3.9 

6 

50 

50 

4- 

3.1 

3.5 

+ 0.4 

4.0 

7 

40 

60 

4- 

3.2 

3.0 

- 0.2 

4.1 

8 

30 

70 

4- 

3.3 

2.8 

- 0.5 

4.4 

9 

| 20 

80 

4- 

3.3 

2.7 

- 0.6 

4.7 

10 

* 10 

90 

4- 

3.4 

2.8 

- 0.6 

4.9 

11 

i 

1 0 

i 

100 

4- 

3.4 

3.4 

± 0.0 

5.3 


TABLE 106. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions 

(A) 2 millimols Na-humate solution 4- 

(B) 2 millimols AlCl a solution. 


No. 

A 

Yc 

B 

Yo 

Floe. 

Sum of con- 
duct. of A. B. 
.10“ 6 Mho j 

Conduct found 
in mixtures 

1 .10-° Mho 

Difference 

.10-' Mho 

pH 

1 

100 

0 

— 

18.6 

18.6 

± 0.0 

7.3 

2 

96 

4 

— 

24.6 

22.4 

- 22 

7.3 

3 

95 

5 

— 

25.5 

23.5 

- 3.0 

7.2 

4 

94 

6 

— 

27.6 

24.5 

- 3.1 

7.1 

5 

92 

8 


30.6 

24.7 

- 5.9 

6.9 

6 

90 

10 

4- 

34.0 

26.2 

- 7.8 

6.8 

7 

88 

12 

4- 

36.8 

25.6 

-11.2 

6.4 

8 

80 

20 

4- 

48.8 

38.9 

- 9.9 

4.0 

9 

70 

30 

4- 

64.2 

56.0 

- 82 

3.8 

10 

60 

40 

4- 

80.0 

72.5 

- 7.5 

3.7 

11 

50 

50 

4- 

94.0 

89.1 

- 4.9 

3.7 

12 

40 

60 

4- 

110.0 

107.0 

- 3.0 

3.7 

13 

30 

70 

4- 

125.5 

122.3 

- 3.2 

3.7 

14 

20 

80 

4- 

140.0 

137.8 

- 22 

3.7 

15 

10 

90 

4- 

154.3 

154.3 

± 0.0 

3.7 

16 

0 

100 

4- 

170.6 

170.6 

± 0.0 

3.7 
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TABLE 107. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions 

(A) 2 millimols Na-humate solution + 

(B) 2 millimols FeCfo solution. 


No. 

A 

B 

Floe. 

Sum of con- 
duct. of A, B. 
.10- 6 Mho 

Conduct, found 
in mixtures 
.10-' Mho 

Difference 

.10” r> Mho 

pH 

1 

100 

0 

_ 

17.9 

17.9 

± 0.0 

7.3 

2 

98 

2 


27.5 

22.4 

- 5.1 

7.3 

3 

96 

4 


33.3 

23.9 

- 9.4 

7.2 

4 

94 

6 


42.9 

23.9 

-190 

7.1 

5 

90 

10 

H* 

59.5 

26.0 

-33.5 

6.6 

6 

80 

20 

+ 

100.0 

68.0 

-32.0 

2.8 

7 

70 

30 

+ 

140.5 

115.0 

-25.5 

2.7 

8 

60 

40 

1 + 

180.9 

162.5 

-18.4 

2.4 

9 

50 

50 

' + 

220.0 

| 210.8 1 

- 9.2 

23 

10 

40 

1 60 

+ 

259.5 

251.2 

- 8.3 

22 

11 

3D 

70 

+ 

299.0 

297.4 

- 1.9 

2.1 

12 

20 

80 

+ 

339.3 

340.2 

- 0.9 

2.0 

13 

10 

l 90 

+ 

379.5 

379.0 

- 0.5 

2.0 

14 

0 

100 

- 

416.6 

416.6 

i 

± 0.0 

2.0 


TABLE 103. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions 
(A) 2 millimols Na-humate solution + 

(Bj 2 millimols Al(OH)a suspension. 



A 

B 


! Sum of con- 1 

Conduct found 

Difference 


No. 


Floe. 

duct, of A, B. 

in mixtures , 

1 pH 


& 

2* 


• 10-« Mho 

.10-' Mho 

.10- 5 Mho 

1 

100 

0 

- 

18.6 

18.6 i 

± 0.0 

7.3 

2 

90 

10 

+ 

173 

17.9 

+ 0.4 

7.3 

3 

80 

20 

+ 

16.4 

172 

+ 0.8 

72 

4 

70 

30 

+ 

152 

162 

+ 1.0 

72 

5 

60 

40 

+ 

14.0 

15.1 

+ 1.1 

7.1 

6 

50 

50 

+ 

12.9 

14.4 

+ 1.5 

6.7 

7 

40 

60 

+ 

113 

12.4 

+ 0.6 

6.5 

8 

30* 

70 

+ 

10.5 

10.9 

+ 0.4 

5.9 

9 

20 

80 

+ 

9.4 

92 

+ 0.2 

5.6 

10 

10 

90 

+ 

82 

7.9 

+ as 

5.4 

11 

0 

100 

+ 

72 

72 

± 0.0 

5.3 
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TABLE 109. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions 

(A) 2 millimols Na-humate solution + 

(B) 2 millimols Fe(OH) 3 suspension. 


No. 

1 A 

1 

B 

>/o 

| Floe. 

Sum of con- 
duct. of A, B. 
.10- 5 Mho j 

Conduct, found 
in mixtures 
.10 - r > Mho 

Difference 

,10-» Mho 

pH 

1 

100 

0 

— 

17.9 

17.9 

±0.0 

7.3 

2 

90 

10 

+ 

16.4 

15.9 

-0.5 

7.1 

3 

80 

20 

+ 

14.9 

14.7 

-0.2 

7.0 

4 

70 

30 

+ 

13.4 

13.7 

+0.3 

6.9 

5 

60 

40 

1 + 

11.9 

12.6 

+0.7 

6.8 

6 

50 

50 

i + 

10.5 

11.2 

+0.7 

6.6 

7 

40 

60 

1 + 

9.0 

9.4 

+0.4 

6.5 

8 

30 

70 

! + 

7.4 

73 

+0.4 

6.4 

9 

20 

80 

T 

5.9 

5.9 

±0.0 

6.1 

10 

10 

90 

I + 

4.4 

4.4 

±0.0 

5.6 

11 

0 

100 

i 

+ 

2.7 

2.7 

±0.0 

5.4 


TABLE 110. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions 

(A) 2 millimols Na-humate solution + 

(B) 2 millimols Na 2 SiOt suspension. 



A 

B 


Sum of con- 

Conduct, found 

Difference 


No. 


Vo 

Floe. 

duct, of A, B. 

in mixtures 

pH 


* 


.10“ r> Mho 

.10-* Mho 

.10“ r> Mho 

1 

I 100 

0 

I - 

17.1 

17.1 

±0.0 

7.3 

2 

90 

10 

- 

18.1 

18.4 

+0.3 

7.8 

3 

80 

20 

- 

19.1 

19.1 

±0.0 


4 

70 

30 

— 

20.0 

20.0 

±0.0 


5 i 

60 

40 

- 

20.9 

20.2 

-0.7 


6 1 

50 

50 

- 

21.8 

20.8 

-1.0 


7 

40 

60 

- 

22.7 

22.1 

-0.6 


8 1 

| 30 

70 

- 

23.7 

22.9 

-0.8 


9 

* 20 

80 

- _ 

24.5 

24.0 

-0.5 


i° 

10 

90 

- 

25.4 

25.4 

±0.0 


n 

0 

100 

- 

26.2 

26.2 

±0.0 
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TABLE 111. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions 

(A) 2 millimols NagSiOt solution + 

(B) 2 millimols A1C1 { solution. 



A 

! B 


Sum of con- 

1 Condnct. found i 

Difference 


No. 



Floe. 

duct, of A, B. 

in mixtures ! 


pH 


* 

Vo 


.10- > Mho 

1 .10-’ Mho 

•10- > Mho 


1 

100 

0 

- 

25.6 

1 25.6 

± 0.0 

8.8 

2 

95 

5 

_ i 

32.5 

27.0 

- 5.5 


3 

90 

10 

- 

39.5 

28.7 

—10.8 

7.6 

4 1 

80 

20 

*r 

52.1 

35.8 

-16.3 

4.3 

5 

70 

30 

+ i 

65.8 

53.3 

-12.5 

4.0 

6 

60 

40 

+ 

79.5 

71.7 

- 7.8 

3.7 

7 

50 

50 | 

+ 

92.1 

86.0 

- 6.1 

3.7 

8 

40 

60 

+ 

106.0 

100.9 

- 5.1 

3.7 

9 

30 

70 

+ 

120.0 

116.3 

- 3.7 

3.7 

10 

20 

80 

+ 

132.7 

132.7 

± 0.0 

7.7 

11 

10 1 

90 

+ 

146.4 

146.4 

± 0.0 

3.7 

12 

0 

100 

+ 

160.7 

160.7 

, ± 0.0 

3.7 


TABLE 112. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions 
(A 2 millimols NagSiOi solution + 

lB 2 millimols FeCI { solution. 



A 

B 


Sum of con- 

Conduct, found 

Difference 


No. 



Floe. 

duct. of A, B. 

m mixtures 

pH 


Vo 



.lO-^Mho 

.10- * Mho 

.10- 5 Mho 

1 

100 

0 

- 

2 62 

26.2 

± 0.0 

9.1 

2 

90 

10 

- 

64.9 

28.4 

-36.5 

6.6 

3 

80 

20 

+ 

104.0 

66.4 

-37.6 

2.8 

4 

70 

30 

+ 

142.5 

119.4 

-23.1 

2.5 

5 

60 

40 

+ 

183.0 

| 170.6 

-12.4 

2.3 

6 

50 

50 

1 

+ 

‘ 222.5 

235.7 

+13.2 

22 

7 

40 

60 

+ 

262.0 

284.4 

+22.4 

2.1 

8 

30 

| 70 

+ 

301.5 

325.7 

+24.2 

2.0 

9 

20 

80 

+ ' 

340.0 

373.2 

+33.2 

1.9 

10 

1 10 

90 

4* 

i 379.0 

402.6 

+23.1 

L9 

11 

1 o 

100 

+ 

416.6 

416.6 

± 0.0 

1.9 
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TABLE 1X3. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions 

(A) 2 millimols Na 2 SiOs solution + 

(B; 2 millimols Al(OH)» suspension. 


No. 

A 

*4 

B 

& 

Floe. 

Sum of con- 
duct. of A, B. 
.10- 5 Mho 

Conduct, found 
in mixtures 
.10” 5 Mho 

Difference 

.10~ r > Mho 

pH 

1 

100 

0 

- 

24.1 

24.1 

±0.0 


2 

90 

10 

h 

22.4 

22.1 

-0.3 


3 

80 

20 

+ 

20.7 

20.2 

-0.5 


4 

70 

30 

+ 

19.0 

18.7 

-0.3 


5 

60 

40 

+ 

17.3 

15.9 

-1.4 

7.8 

6 

50 

50 

+ 

15.6 

14.6 

© 

H 

1 

12 

7 

40 

60 

+ 

14.0 

13.4 

-0.6 

6.5 

8 

30 

70 

+ 

12.3 

11.6 

-0.7 

6.1 

9 

20 

80 

4 - 

10.6 

10.0 

-0.6 

5.7 

10 

10 

90 

+ 

8.9 

8.0 

-0.9 

5.5 

11 

0 

100 

+ 

7.2 

7.2 

±0.0 

5.3 


TABLE 114. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions 

(A) 2 millimols Na 2 SiO { solution + 

(B) 2 millimols Fe(OH)* suspension. 


No. 

A 

B 


Sum of con- 

Conduct, found 

Difference 


* 


Floe. 

duct, of A, B. 

in mixtures 

PH 


i 

.10” 5 Mho 

.10-“ Mho 

•10-' 5 Mho 

1 

100 

0 

— 

26.2 

26.2 

±0.0 


2 

90 

10 

+ 

23.8 

24.2 

+0.4 


3 

80 

20 

+ 

21.5 

20.8 

-0.7 


4 

70 

30 

+ 

19.1 

18.9 

-0 2 


5 

60 

40 

+ 

16.8 

16.3 

-0.5 


6 

50 

50 

+ 

14.6 

13.5 

-1.1 


7 

40 

60 

+ 

122 

11.4 

-0.8 

8.1 

8 

30 

70 

+ 

9.9 

8.8 

-1.1 

7.8 

9 

20 

80 

+ 

7J5 

7.4 

-0.1 

6.8 

10 

10 

90 

+ ' 

5 2 

5.2 

±0.0 

6.4 

11 

0 

100 

+ 

j 2.9 

2.9 

±0.0 

5.4 
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TABLE 115. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions 

(A) (4 millimols NatSiOs+4 millimols Na*humate) solution + 

(B) 2 millimols A1C1 3 solution. 


No. 

A 

# 

B 

y 

Floe. 

Sum of con- 
duct. of A, B. 
.10“® Mho 

Conduct found 
in mixtures 
.10“ ^ Mho 

Difference 

.10- s Mho 

pH 

1 

100 

0 

- 

31.5 

31.5 

± 0.0 


2 

95 

5 

- 

41.0 

37.0 

- 4.0 


3 

90 

10 

- 

47.0 

41.7 

- 5.3 

7.9 

4 

80 

20 

- 

59.5 

| 44.8 

| -14.7 

i 72 

5 

70 

30 

+ 

72.0 

54.3 

-17.7 

| 42 

6 

60 j 

| 40 

+ 

84.8 

67.6 

— 17.2 

3.9 

7 

50 | 

i 50 

+ 

97.4 

86.3 

-11.1 

3.8 

8 

40 , 

60 

+ 

110.0 

99.5 

-103 

| 33 

9 

30 

70 

+ 

125.0 

121.5 

© 

1 

1 38 

10 

20 

80 

+ 

136.2 

136.2 

± 0.0 

33 

11 

10 I 

90 

+ 

148.1 

148.1 

± 0.0 

' 3.8 

12 

0 

100 

+ 

159.2 

159.2 

± 0.0 

33 


TABLE 116. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions 

V A) 4 millimols Na*SiOi-M millimols Na-humate^ solution + 
(B) 2 millimols FeCl* solution. 



A 

B 

i 

i 

Sum of con- 

Conduct, found 

Difference 


No. 

y 


Floe. 

duct, of A, B. 

in mixtures 

PH 


y 


.10-'' Mho 

.10-* Mho 

.10-s Mho 

1 

100 

0 

- 

35.1 

35.1 

± 0.0 

I 

2 

95 

5 

- 

53.5 

39.4 

- 4.1 


3 

90 

10 

- 

72.1 

41.2 

-30.9 

7.9 

4 

80 

20 

- 

110.5 

393 

-70.7 

5.6 

5 

70 

30 

+ 

149.1 

77.9 

-71.2 

33 

6 

60 

40 

+ 

188.0 

131.7 

-563 

2.7 

7 

50 

50 

+ 

226 2 

162.9 

-63.3 

2.5 

8 

40 

60 

+ 

264.8 

226.8 

-38.0 

2.3 

9 

30 

70 

+ 

303.4 

247.1 

-56.3 

22 

10 

20 

80 

+ 

341.7 

319.9 

-21.8 

2.1 

11 

10 

90 

+ 

380.0 

351.3 

-29.7 

2.0 

12 

0 

100 

+ 

416.6 

416.6 

± 0.0 

2.0 
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TABLE 117. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions 

(A) (4 millimois Na 2 SiO*+4 millimols Na-humatej solution + 

(B) 2 millimols Al(OHjs suspension. 


No. 

i 

' A 

& 

B 

X 

Floe. 

Sum of con- 
duct. of A, B. 
.10- 5 Mho 

Conduct, found 
in mixtures 
.10- 5 Mho 

Difference 

.10- s Mho 

PH 

1 

100 j 

0 

+ 

33.1 

38.1 

±0.0 


2 

90 

10 

+ 

34.9 

35.3 

+0.4 


3 

80 

20 

4- 

31.9 

31.2 

-0.7 


4 

70 

30 

+ 

28.8 

28.0 

-0.8 


5 

60 

40 

+ 

25.7 

25.8 

-0.1 


6 

50 

50 

+ 

22.7 

22.4 

-0.3 

7.7 

7 

40 

60 

+ 

19.6 

19.1 

-0.5 

7.1 

8 

30 

70 

+ 

16.4 

17.1 

+0.7 

6.3 

9 

20 

80 

+ 

13.3 

13.7 

+0.4 

6.0 

10 

10 

90 

+ 

10.2 

9.4 

-0.8 

5.7 

11 

j 

0 

100 

+ 

7.3 

7.3 

±0.0 



TABLE 118. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions 

(A) (4 millimols Na 2 SiO { +4 millimols Na-humate) solution + 

(B) 2 millimols Fe(OHj 3 suspension. 


No. 

A 

* 

B 

Vo 

Floe. 

Sum of con- 
duct of A, B. 
.10- 6 Mho 

Conduct found 
in mixtures 
.10 - 5 Mho 

Difference 

•10" 5 Mho 

PH 

1 

100 

0 

+ 

38.1 

38.1 

±0.0 


2 

90 

10 

+ 

34.5 

34.5 

±0.0 


3 

80 

20 

+ 

31.0 

32.3 

+1.3 


4 i 

70 

30 

+ 

27.4 

27.4 

±0.0 


5 

60 

40 

+ 

24.0 

23.7 

-0.3 


6 

50 

50 

+ 

20.4 

213 

+0.9 


7 

40 

60 

+ 

17.0 

17.9 

+0.9 


8 

30 

70 

+ 

13.5 

15.4 

+1.9 

7.6 

9 

20 

80 

+ 

10.0 

103 

±0.0 

7.1 

10 

10 

90 

+ 

6.1 

63 

+0.1 

QA 

11 

0 

100 

+ 

2.7 

2.7 

±0.0 

53 
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TABLE 119. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions 

(A) 2g/L H-clay suspension from D. 376 4- 

(B) 2 millimols Na-humate solution. 


No. 

A 

B 

& 

Floe. 

Sum of con- 
duct of A, B. 
.10- 5 Mho 

Conduct, found 
in mixtures 
.10~ 5 Mho 

Difference 

.10“"’ Mho 

PH 

1 

100 

0 

4- 

2.1 

2.1 

± 0.0 

42 

2 

95 

5 

4- 

3.1 

2.1 

- 1.0 

4.6 

3 

90 

10 

-f 

4.0 

2.7 

- 1.3 

5.1 

4 

80 

20 

4- 

5.9 

5.1 

- 0.8 

5.8 

5 

70 

30 ! 

+ 

7.9 

7.1 

- 0.8 

6.0 

6 

60 

40 

+ 

9.8 

8.7 

- 1.1 

6.2 

7 

50 

50 

4- 

11.6 

11.1 

- 0.5 

6.4 

8 

40 

60 | 

4- 

13.6 

13.3 

- 0.3 

1 6.5 

9 

30 

70 ' 

+ 

15.6 

14.9 

- 0.7 

6.7 

10 

20 

80 

4- 

17.5 

17.1 

- 0.4 

6.8 

11 

10 

90 

4- 

19.3 

19.3 

± 0.0 

7.0 

12 

5 

95 

4- 

20.1 

20.1 

± 0.0 

7.0 

13 

0 

100 1 

4- 

! 21.1 

21.1 

± 0.0 

1 7 * X 


TABLE 120. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions 
(A) 2g/L H-clay suspension from D. 376 -r 
fBj 2 millimols NaOH solution. 


No. 

A 

& 

B 

& 

Floe. 

I 

Sum of con- 
duct of A, B. 1 
.10- r> Mho ! 

Conduct found 
in mixtures 
.10“ 5 Mho 

; 

Difference 

.10- 'Mho 

pH 

1 

100 

0 

4- 

2.1 

2.1 

± 0.0 

5.0 

2 

95 

5 

4- 

4.5 

2.0 

- 2.5 

5.1 

3 

90 

10 

4- 

6.8 

2.7 

- 4.1 

, 5.6 

4 

80 

20 

4- 

11.5 

4.4 

- 7.1 

1 6.1 

5 

70 

30 

4- 

16.0' 

6.7 

- 9.3 

I 

6.5 

6 

60 

40 

4- 

20.8 

92 

-11.5 , 

72 

7 

50 

50 

4- 

25.6 

12.5 

-13.1 

7.6 

8 

40 

60 

4- 

302 

18.1 

-12.1 

7.8 

9 

20 

80 

+ 

39.7 

33.2 

- 6.5 


10 

0 

100 

- 

48.9 

48.9 

± 0.0 
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Figs. 12-31. Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending 
on varying their proportions. 

Fig. 12. Fig. 13. 

Humic acid susp. + NH 4 OH solution Humic acid susp. + NaOH solution 
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Fig. 16. Fig. 17. 

Humic acid susp. + FeiOHh susp. Na humate solution + AiClj solution 



Fig. 18. 

Nahumate solution + FeCli solution 

a 


Fig. 19. 

Na humate solution + Al(OH)^ susp. 

£ 
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Fig. 20. Fig. 21 . 

Na humate solution + FefOH)s susp. Na-humate solution + NagSiO j solution 



Fig. 22. 

Na»SiO» solution + AICl* solution 


Fig. 23. 

Na 2 SiO i solution + FeClt solution 


§ 5 

w "h a «T 

(X i^NCvii-t «< p. io h.vDm^-f^c\ii-i u. 
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Fig. 24. Fig. 25. 

Na 2 SiOj solution + Al(OH)j susp. NagSiOj solution + Fe OH) i susp. 



Fig. 26. Fig. 27. 

(Na 2 SiO{ solution + Na-humate solution) (Na 2 SiOj solution + Na-humate solution) 
+ AlCli solution 4- FeCl«* solution 











S-OI. 


144 


Hideaki Saeki 


Fig. 28. Fig. 29. 

(NajSiOi solution + Na*humate solution) [Na 2 SiOj solution + fla-humate solution) 
+ AlfOHjs susp. + Fe(OH)s susp. 


5 & 



Fig. 30. Fig. 31. 

Soil clay susp. + Na-humate solution Soil clay susp. 4- NaOH solution 
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From these results came the following considerations. 

1. Humic acid suspension + NH 4 OH solution (Table 101 and 
Figure 12) : The conductivity of the mixture increased strongly with 
additional increase of the percentage of ammonium hydroxide until it 
reached the point p which lies near the neutral point and thereafter 
advanced slowly and finally reached the conductivity of ammonia 
itself. 

Accordingly, the conductivity curve of the mixture lay on the upper 
side of the line m n and showed a convex curve against the abcissa 
axis. If both substances do not interact mutually in the mixture, the 
conductivity will show the line m n. But the conductivity curve in the 
present case was convex. The fact that the conductivity of the mix- 
ture of the humic acid and ammoniacal water was always higher than 
the sum of the separate constituents, was noticed by Oden in 1912' 46 ’, 
and on the basis of the fact he concluded that the action between 
these two substances is chemical and a saltforming action. 

The degree of dissociation of ammonium hydroxide is compara- 
tively low, that is, about 5 per cent for 0.1 N solution of NH 4 OH, and 
in spite of the large mobility of its OH- ion, the conductivity is always 
lower than that of other ammonium salts of the same normality, be- 
cause the dissociation of other ammonium salts takes place almost 
completely. 

In figure 12 the steep ascending curve m p shows the increasing 
conductivity which depends upon the formation of a larger amount of* 
ammonium humates. The point of inflection p undoubtedly represents 
the fact that all the humic acid combined with ammonium and the 
amount of the ammonium humate formed reached its highest value, 
because at this point the mixture became nearly neutral, and more- 
over the particle of the humic acid dissolved finally. The line p n 
indicates the sum of the conductivity of the ammonium humate and 
excess of the ammonium hydroxide in the mixture. 

It is consequently concluded that between the humic acid sus- 
pension and the ammonium hydroxide solution a chemical reaction took 
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place and the ammonium humate having a higher conductivity than 
its separate constituents was formed. 

2. Humic acid suspension + NaOH solution (Table 102 and Figure 
13) : Since the conductivity curve did not correspond with the line 
m n, it can be expected that some mutual action took place in the 
mixture. 

The conductivity curve in this case, contrary to the above case, 
lay at the under side of the line m n and showed therefore a concave 
curve against the abcissa. The formation of such a concave curve 
means that the conductivity of the mixture of these two substances 
is far less than the sum of each separate conductivity and, moreover, 
than that of the sodium hydroxide itself. 

The point q, where the most remarkable decrease in the conduc- 
tivity was observed, lay near the neutral point of the mixture and 
the particle of the humic acid suspension disappeared finally near the 
point. On the other hand, it has been recently ascertained by Kawa- 
mura' 30 -’ and others that the mutual action between these substances 
takes place chemically. From these facts it can be seen that the curve 
m q n indicates the conductivity which was changed by chemical 
action. 

The reason for the fact that the conductivity showed a concave 
curve can probably be explained by the higher conductivity of the 
sodium hydroxide as compared to that of the sodium humate solution. 

It is therefore concluded that the humic acid suspension and the 
sodium hydroxide solution combined chemically with each other, and 
the conductivity of the mixture decreased remarkably, causing the 
formation of their salt. 

3. Humic acid suspension + Na 2 Si0 3 solution (Table 103 and 
Figure 14) : The conductivity curve did not correspond with the line m 
n, but lay at the under side of this line, and it is therefore assumed 
that some mutual action happened in the mixture. 

The point q, where the decreasement of the conductivity occurred 
most strongly, lay near the neutral point of the mixture and at the 
point all of the humic acid suspension transferred to solutions having 
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molecular high dispersion. This means the formation of soluble salts 
of the humic acid. On the other hand, a part of the sodium silicate 
hydrolyses in the following manner : Na;3i0 3 + 2 H 2 0 = H 2 Si0 3 

+ 2 NaOH, and as a consequence sodium hydroxide appears in the 
mixture. The alkaline reaction of the sodium silicate solution is due 
to this fact. It can therefore be assumed that the sodium hydroxide 
which was derived from sodium silicate combines chemically with the 
humic acid as in the above case, while the silicic acid produced as a 
result of the hydrolysis does not react with the humic acid, because 
they are both acidoids. 

4. Hunjic acid suspension + A1 (OH )3 suspension (Table 104 and 
Figure 15): 

5. Humic acid suspension + Fe (OH )3 suspension (Table 105 and 
Figure 16): Although the conductivity curve of these mixtures did 
not accurately correspond with the line m n, it lay very near the line. 
This indicates that a little or perhaps no mutual action took place 
between these two suspensions. 

6. Na-humate solution + A1C1 3 solution (Table 106 and Figure 17): 
Since the conductivity of the aluminum chloride solution showed a 
very high value, the scale on the ordinate in the figure 17 was re- 
duced to one fifth of the common scale. 

The conductivity curve did not correspond with the line m n and 
lay under it. It indicates therefore the possibility of some interactions 
between them. 

The fact that at a certain hydrogen-ion concentration the floc- 
culation of aluminum humates takes place isoelectrically from the 
mixture of the Na-humate and aluminum chloride solution, has been 
observed in the previous and in Mattson’s experiment. The most 
remarkable decrease of the conductivity in the present case took place 
near the point where the percentage of the humus substance was 80 
to 90. This point lay between the pH of 5 and 6, and have the floc- 
culation occurred completely. This flocculate should therefore be the 
isoelectrically formed aluminum humate which has the isoelectric point 
at a slightly acidic side. 
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On the other hand, in the zone where the flocculation had not 
yet occurred, the lower conductivity than the sum of each separate 
one was also observed. It indicates consequently the possibility of 
the occurrence of chemical interactions between these two substances. 
On this basis it is therefore concluded that between these two solutions 
a mutual chemical reaction took place. 

7. Na-humate solution + FeCl 3 solution (Table 107 and Figure 18): 
The scale on the ordinate in the figure 18 was shortened to one tenth 
of the common scale, for the conductivity of the ferric chloride solution 
was extremely high. 

The conductivity curve in this case showed the same tendency as 
that of the above case. At a slightly acidic point where the per- 
centage of the humus substance was 90, the conductivity of the mixture 
decreased most rapidly, and complete flocculation took place. From 
these facts it can be assumed that the ferric humate was formed in 
the mixture in the same manner as the aluminum humate in the 
above case. 

In the zone where the flocculation had not yet appeared in the 
mixture, the difference between the conductivity of the mixture and 
the sum of each separate one also increased gradually. This phe- 
nomenon indicates more clearly the occurring of the chemical change. 

8. Na-humate solution + A1 (OH) 3 suspension (Table 108 and 
Figure 19): 

9. Na-humate solution + Fe (OH) 3 suspension (Table 109 and 
Figure 20) : 

In this case the conductivity curve did not so closely correspond 
with the line m n, but veered a slight distance from the line. A 
remarkable interaction between the solution and the suspension can 
not therefore be observed. However, it can be assumed that some 
chemical interactions may have taken place because of the fact that 
the difference of the conductivity was greatest near the slightly acidic 
side, where the isoelectric point of aluminum or ferric humates can 
be supposed. 

The chemical interaction between the solution and suspension as 
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in this case is probably not' so strong as that between their two 
solutions. 

10. Na-humate solution + Na^iOj solution (Table 110 and Figure 
21) : The conductivity curve closely corresponded with the line m n. 
Since both these substances have Na-ions as common cations, it can 
not be supposed that some mutual action will take place between them. 
In all the mixtures with various ratios the formation of the flocculate 
did not occur. From these reasons it can be said that no interaction 
took place between these two solutions. 

11. Na 2 Si0 3 solution + A1C1 3 solution (Table 111 and Figure 22): 
The scale on the ordinate in the figure 22 was shortened to one fifth 
of the common scale, for the conductivity of the aluminum chloride 
solution was comparatively high. 

The conductivity curve lay under the line m n and the maximum 
difference of the conductivity was found near the point having 80 per 
cent of the silicate, and this point lay on the weak acidic side which 
is nearly in correspondence with the isoelectric point of amphoteric 
aluminum silicates. The flocculate was. not found before the maximum 
difference of the conductivity between the lines m n and m q n was 
reached. In one of Mattson’s early experiments 59 it has been ascer- 
tained that from the mixture of the silicate of soda and chloride of 
aluminum or iron are formed isoelectrically aluminum or ferric sili- 
cates, and that their isoelectric point exists on the weak acidic side. 

From the above reasons it should be concluded that at the isoe- 
lectric pH of all pH values in this mixture the amphoteric aluminum 
silicate had the greatest flocculation and the chemical action was shown 
between these two substances. 

12. Na 2 Si0 3 solution + FeCl 3 solution (Table 112 and Figure 23) : 
The scale on the ordinate in the figure 23 was shortened to one tenth 
of the usual scale. 

The conductivity curve intersected the line m n at a point q. 

This indicates that in the case of a small amount of iron the 
conductivity was decreased, and reversely, in the case of a large 
amount of iron the conductivity increased. 
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The decrease of the conductivity was greatest at a weak acidic 
reaction, where the brown colored flocculate was finally formed. It 
is evident from the experiment of Mattson, Pugh - ®' and others that 
the concave curve on the left of this figure suggests the formation of 
amphoteric ferric silicates. 

The reason for the convex curve on the right of the figure can 
not be explained sufficiently by this experiment alone, but the curve 
seems to indicate some chemical action in the mixture. 

13. Na2Si0 3 solution -f- AI (OH) 3 suspension (Table 113 and Figure 

24) : 

14. Na 2 Si0 3 solution + Fe (OH) 3 suspension (Table 114 and Figure 

25) : Although the conductivity curve lay at the under side of the 
line m n, the difference between both lines was exceedingly little. 
It is accordingly supposed that a little mutual action took place. In 
this case a little mechanical adsorption also might occur. 

15. (Na2Si0 3 + Na-humate) solution + A1C1 3 solution (Table 115 
and Figure 26): 

16. (Na 2 Si0 3 + Na-humate) solution 4 - FeCl 3 solution (Table 116 
and Figure 27): In the mixture of the sodium silicate and sodium 
humate solution as acidoids, no chemical interaction takes place, as 
was seen in the experiment shown in the table 110. The conductivity 
of the mixture of this acidoid solution with the aluminum or ferric 
chloride solution was noticeably lower than the sum of the conduc- 
tivity of the separate constituents. This means therefore the occur- 
rence of some mutual action in the mixture. The conductivity of the 
mixture showed the maximum decrease near the weak acidic side, 
where the percentage of the acidoid mixture was 70. At that point 
the flocculate was completely formed. 

On the other hand it has already been observed in the previous 
experiment that the flocculate of aluminum or ferric “ silico-humates ” 
is isoelectrically formed from the mixture of this solution under suita- 
ble conditions. In the present experiment the point at which floc- 
culation took place completely and the conductivity decreased to the 
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greatest extent is in near agreement with the isoelectric point of 
aluminum or ferric “ silico-humates 

Even before the flocculate was formed at first, the conductivity 
curve in the liquid phase, i. e., the line m q, lay far on the under 
side of the line m n, showing the presence of the mutual action among 
these ions. 

For these reasons it can be said that there was a chemical action 
in the mixture. 

17. (Na 2 Si0 3 + Na-humate) solution 4- A1 (OH )3 suspension (Table 

117 and Figure 28): 

18. (NajSiOs + Na-humate) solution -I Fe (OH) 3 suspension (Table 

118 and Figure 29): The difference between the conductivity of the 
mixture and the sum of the conductivities of the separate constituents 
was so small that the mutual action was hardly indicated. In the 
previous experiment with hydroxide suspensions of aluminum or iron 
and individual acidoid solutions it has been found that there was a 
chemical interaction to some extent. 

Since the solubility and the degree of dissociation of hydroxides 
of aluminum or iron are much less than those of their chlorides, the 
ionic interaction in the mixture should be much weaker than in the 
previous cases, i. e., No. 15 and 16 with the chloride of aluminum or 
iron. In this mixture some mechanical adsorption by the hydroxide 
particle might occur. 

19. H-clay suspension + Na-humate solution (Table 1 19 and 
Figure 30) : The conductivity of the H-clay suspension and of the 
Na-humate solution which was accurately prepared, was modified to 
some extent by mixing these two substances, and the conductivity 
curve of the mixture lay under the line m n. The maximum 
decrease of the conductivity was found on a decidedly acidic side. 

If the cationic exchange took place in this mixture, the conduc- 
tivity curve should form a shape similar to that of the curve of the 
mixture in which the cationic exchange occurred clearly between the 
H-clay suspension and the sodium hydroxide solution (Table 120 and 
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Figure 31). But between the both curves in the figures 30 and 31, 
there were actually noticeable differences. - 

On the other hand, in the previous experiment some chemical 
interaction between the H-clay suspension and the Na-humate solution 
has been ascertained on the basis of their isoelectric relation. 

It can be said, accordingly, that the chemical interaction took part 
in the mutual action. 


B. Summary 

By means of the conductmetric investigation the action of humus 
substances on other substances in a system was considered. 

When two substances in a system, i. e., A and B, show neither 
chemical nor physical interaction, the conductivity of the system will 
be in agreement with the sum of the individual conductivities. If only 
a mechanical adsorption takes place, the conductivity of the system 
will be lower to some extent than the sum of the conductivities of 
the separate constituents. In the case that some chemical action took 
place between them, the conductivity will be either higher or lower 
than the sum of the conductivities of the separate constituents accord- 
ing to the nature of the products. 

From this point of view the electric conductivity of a great deal 
of mixtures with any two substances whose mutual proportion was 
varied was determined, and the action between the two substances 
was examined. 

The results obtained are given in tables 101 to 120 and figures 
12 to 31. They are briefly summarized as follows. In mixtures of 
humic acid suspension + NHtOH solution, humic acid suspension 
+ NaOH solution, humic acid suspension + Na2Si0 3 solution, Na- 
humate solution + A1C1 3 solution, Na-humate solution + FeCl 3 solution, 
Na 2 Si0 3 solution -f A1C1 3 solution, Na 2 Si0 3 solution + FeCl 3 solution, 
(Na 2 Si0 3 + Na-humate) solution + A1C1 3 solution, (Na^iOs + Na- 
humate) solution +FeCl 3 solution, some remarkable chemical interactions 
were seen. In mixtures of humic acid suspension + Al(OH)3 sus- 
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pension, humic acid suspension + Fe (OH)s suspension, Na-humate so- 
lution + Al(OH )3 suspension, Na-humate solution +Fe (OH )3 suspension, 
Na^iOs solution + Fe (OHJa suspension, Na2Si0 3 solution + A1 (OHjs 
suspension, and H-clay suspension + Na-humate solution, some chemi- 
cal interactions were also observed, but to far less extent than in the 
former group. There was, however, no chemical interaction in the 
mixture of silicate- and humate of soda. 

It can be conclusively said that humus substances interact chemi- 
cally more or less in a certain condition with basoid substances which 
are in both free and combined states, and the degree of the mutual 
chemical action is affected by the kind and state of basoid substances. 


IX. CONDUCTMETRIC INVESTIGATIONS CONCERNING 
THE ACTION OF AMMONIA ON VARIOUS 
HUMUS SUBSTANCES 

It has already been mentioned in the preceding chapter that since 
the dissociation of NH4OH is comparatively low, its conductivity is 
lower than that of other ammonium salts at the same normality as 
NH4OH, accordingly by mixing humic acid suspensions the conduc- 
tivity of the mixture was raised to a point greater than the sum of 
the conductivity of both substances. 

Such higher conductivity of the mixture, depending upon the am- 
monium humate produced, is affected by the duration of the contact 
of humus substances with ammonia. This phenomenon has already 
been observed by Oden ' 47 . He has hardly observed this phenomenon 
in pure humic acids, but in natural humus substances such as sphagnum 
humus he has observed it widely. The reason for this must be sought 
in the assumption that a part of humic acids in natural humus is not in 
the form easily soluble in ammonia. It has not yet been determined 
whether the nature of such insoluble modification depends upon 
the acid condensated by a partial dehydration or upon the changing 
of the acid to lower dispersity, as in tin acid and meta tin acid' 47 '. 
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The possibility of the application of Hatzsch’s pseudo-acid theory 
also' 24 ' has not yet been ascertained. 

Although the mechanism of this phenomenon is not yet clear, it 
will be in a close relation with the velocity of solution of various 
humus substances in ammonia solution. That is, humus substances 
in the easily soluble form must produce in short time ammonium 
humates whose conductivity is comparatively high, by the mixing of 
ammonia. In the present experiment, therefore, the conductmetric 
relation of various humates to ammonia solutions was compared with 
that of free humic acids, and from this result was studied the form 
of humus substances in soils. 


A. Humic Acids and Various Humates 

At first, the conductmetric relation of humic acids, their mixtures, 
and humates to ammonia solutions was studied. As samples were 
employed the following substances mixed with ammonia solutions. 

1. Merck’s humic acid suspension. 

2. Mixture of Al(OH )3 suspension and humic acid. 

3. Mixture of Fe(OH )3 suspension and humic acid. 

4. Mixture of Bentonite suspension and humic acid. 

5. Mixture of Natrolite suspension and humic acid. 

6. Aluminum humate suspension. 

7. Ferric humate suspension. 

8. Aluminum “ silico-humate ” suspension. 

9. Ferric “ silico-humate ” suspension. 

The preparation and ( purification of these materials were carried 
out by the method similar to that in the preceding experiment. The 
samples of Bentonite and Natrolite, from Yamagata-ken and Tyosen 
(Korea) respectively, were powdered finely and then sifted through a 
0.25 mm sieve. 

The quantity of the sample, which corresponds to 0.5 g of its total 
organic matter, was always mixed with hydroxide of ammonia, and 
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the concentration of ammonia in each mixture was exactly adjusted 
to 20 millimols. 

50 cc. of suspensions of these samples were taken into the flask 
and allowed to stand with occasional shaking at 30° C in the thermo- 
stat. After one night 50 cc. of 40 millimols/L NH 4 OH solution at 
30° C were poured into it, consequently the concentration of ammonia 
in mixtures came to 20 millimols. The specific conductivity of the 
mixture at 30°C,i. e., 0, 1, 2 , 3, 4, 5, 10 , 15, 20, 25. 30, 60, 120, 180, 
1200, 2700 and 4200 minutes, was successively determined after the 
mixing of ammonia. 

The results obtained are given in tables 121 to 129 and figure 32- 


TABLE 121. 

Changes in conductivity of mixtures of ammonium hydroxide and humus substances 
(0.5 g of humic acid+50cc. of water) + 

50 cc. of 40 millimols/L NH 4 OH solution. 


Time after mixing 
min. 

0 

1 

2 

3 

4 

5 
10 
15 
20 
25 
30 
60 

120 

180 

1200 

2700 

4200 


Conduct, of mixtures 
.lO- 1 * Mho 

34.0D 

100.9 

100.9 

100.9 

110.0 

110.0 

110.2 

110.5 

111.0 

111.5 

112.0 

113.0 

114.5 

116.0 

123.0 

127.6 
135.8 


Conductivity increased 
.10-5 M ho 


0.0 

66.9 

66.9 

66.9 

67.0 

67.0 
67.2 

67.5 

68.0 

68.5 

69.0 

70.0 

71.5 

73.0 

80.0 

84.6 
92.8 


(1) : It means the sum of conduct, of the each substance. 
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TABLE 122. 

Changes in conductivity of mixtures of ammonium hydroxide and humus substances 
(50 cc. of 2 millimols/L Al(OH) { suspension +0.5 g of humic acid) + 

50 cc. of 40 millimols/L NH 4 OH solution. 


Time after mixing 
min. 


0 

1 

2 

3 

4 

5 
10 
15 
20 
25 
30 
60 

120 

180 

1200 

2700 

4200 


Conduct of mixtures 
.10 - 5 Mho 


41.2 C1) 

95.6 

96.8 

99.5 

101.3 

102.4 

105.4 

107.5 

108.6 

109.0 

109.8 

111.0 
112.6 

113.8 
121.5 
130.3 

137.8 


Conductivity increased 
. 10-5 Mho 


0.0 

54.4 

55.6 
58.3 
60.1 
61.2 

64.2 

66.3 

67.4 

67.8 

68.6 

69.8 

72.4 

73.6 
80.3 
89.1 

96.6 


^1) : It means the sum of couduct of the each substance. 


TABLE 123. 

Changes in conductivity of mixtures of ammonium hydroxide and humus substances 
(50cc. of 29 millimols/L Fe(OH) { suspension-|-0.5g of humic acidj-f- 
50 cc. of 40 millimols/L NH 4 OH solution. 


Time after mixing 

Couduct. of mixtures 

Conductivity increased 

min. 

.10 - 5 Mho 

.10-5 Mho 

0 

37.4 ll) 

00 

1 

95.6 

58.2 

2 

96.8 

59.4 

3 

98.5 

61.1 

4 

99.5 

62.1 

5 

100.0 

62.6 

10 

100.6 

63.2 

15 

103.9 

66.5 

20 

104.0 

66.6 

25 

104.6 

672 

30 

105.1 

67.7 

60 

107.0 

69.6 

120 

108.6 

71.2 

180 

110.2 

72.8 

1200 

123.6 

86.2 

2700 

132.7 

95.3 

4200 

140.5 

103.1 


(1) : It means the sum of conduct, of the each substance. 
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TABLE 124. 


Changes in conductivity of mixtures of ammonium hydroxide and humus substances 
(5g of Bentonite+0.5g of humic acid + 50 cc. of water) + 

50 cc. of 40 millimols/L NH4OH solution. 


Time after mixing 

min. 

Conduct, of mixtures 

.10- r > Mho 

I Conductivity increased 

1 .10-5 Mho 

0 

56.1(D 

0.0 

1 

105.4 

49.3 

2 

108.6 

52.5 

3 

109.3 

53.2 

4 

110.0 

53.9 

5 

110.5 

54.4 

10 

112.0 

55.9 

15 

115.6 

59.5 

20 

117.5 

61.4 

25 

119.4 

63.3 

30 

120.5 

64.4 

60 

123.6 

67.3 

120 ; 

125.7 

69,4 

180 

126.0 

69.7 

1200 

128.0 

71.7 

1700 

143.3 

87.2 

4200 1 

, 152.5 

96.4 


1) : It means the sum of conduct, of the each substance. 


TABLE 125. 

Changes in conductivity of mixtures of ammonium hydroxide and humus substances 
(5g of Natrolite+0.5g of humic acid +50 cc. of water + 

50 cc. of 40 millimols/L NH 4 OH solution. 


Time after mixing 

min. 

! Conduct, of mixtures 

.10"'* Mho 

) Conductivity increased 

.10-5 Mho 

0 

52.1 a > 

0.0 

1 

89.6 

37.5 

2 

90.0 

37.9 

3 

90.5 

38.4 

4 

90.8 

33.7 

5 

91.9 

39.8 

10 

93.0 

40.9 

15 

93.6 

41.5 

20 

94.0 

41.9 

25 

94.2 

42.1 

30 

94.6 

42.5 

60 

95.5 

43.4 

120 

97.6 

45.5 

180 

99.0 

46.9 

1200 

103.6 

56.5 

2700 

119.4 

673 

4200 

130.0 

77.9 


(1) : It means the sum of conduct of the each substance. 
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TABLE 126. 

Changes in conductivity of mixtures of ammonium hydroxide and humus substances 
50 cc. of Al*humate suspension + 

50 cc. of 40 millimols/L NH*OH solution. 


Time after mixing 

min. 

Conduct, of mixtures 

.10- 5 Mho 

Conductivity increased 

.10- 5 Mho 

0 

27.6 l) 

0.0 

1 

55.1 

27.5 

2 

56.0 

28.4 

3 

58.7 

31.1 

4 

59.0 

31.4 

5 

59.3 

31.7 

10 

61.0 

32.4 

15 

62.5 

33.9 

20 

62.9 

34.3 

25 

63.5 

34.9 

30 

64.5 

35.9 

60 

66.4 

37.8 

120 

71.7 

43.1 

180 

74.6 

46.0 

1200 

80.5 

51.9 

2700 

85.3 

56.7 

4200 

89.2 

60.6 


(1) : It means the sum of conduct, of the each substance. 


TABLE 127. 

Changes in conductivity of mixtures of ammonium hydroxide and humus substances 
50 cc. of Fe*humate suspension + 

50 cc. of 40 millimols/L NH 4 OH solution. 


Time after mixing j 

Conduct, of mixtures j 

Conductivity increased 

min. 

.10-* Mho 

•10- 5 Mho 

0 

27.6<» 

0.0 

1 

71.0 

43.4 

2 

73.8 

46.2 

3 

79.6 

52.0 

4 

81.9 

54,3 

5 

84.3 

56.7 

10 

94.3 

66.7 

15 

99.5 

71.9 

20 

101.6 

74.0 

25 

103.9 

76.3 

30 

108.6 

81.0 

60 

115.6 

88.0 

120 

125.6 

98.1 

180 

128.0 

100.3 

1200 

149.3 

121.7 

2700 

155.7 

128.1 

4200 

156.4 

128.8 


,1) : It means the sum of conduct, of the each substance. 
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TABLE 128. 

Changes in conductivity of mixtures of ammonium hydroxide and humus substances 
50 cc. of aluminum “ silico-humate ” suspension + 

50 cc. of 40 millimols/L NH 4 OH solution. 


Time after mixing 

min. 

Conduct, of mixtures 

.10-* Mho 

Conductivity increased 

.10-’ Mho 

0 

27.6<i> 

0.0 

1 

49.8 

22.2 

2 

50.5 

22.9 

3 

51.9 

24.3 

4 

53.5 

25.9 

5 

55.1 

27.5 

10 

57.5 

29.9 

15 

58.7 I 

31.1 

20 

1 60.7 

33.1 

25 

! 61.8 

34.2 

30 

1 62.9 

35.3 

60 

65.1 

37.5 

120 

I 69.6 

42.0 

180 

; 71.0 

43.4 

1200 

, 76.2 

| 48.6 

2700 

1 81.4 

, 53.8 

4200 

| 82.4 

54.8 


(1) : It means the sum of conduct, of the each substance. 


TABLE 129. 

Changes in conductivity of mixtures of ammonium hydroxide and humus substances 
50 Cc. of ferric “silico-humate” suspension + 

50 cc. of 40 millimols/L NH 4 OH solution. 


Time after mixing 

Conduct of mixtures 

Conductivity increased 

min. 

•10- s Mho j 

.10“’ Mho 

0 

26.8 <l) 

0.0 

1 

56.8 

30.0 

2 

58.1 

31.3 

3 1 

59.3 

32.5 

4 

59.6 

1 32.8 

5 

60.0 

1 33.2 

10 

61.8 

35.0 

15 

62.5 

35.7 

20 

62.9 

36.1 

25 

63.5 

36.7 

30 

63.8 

37.0 

60 

65.3 

38.5 

120 

66.9 

40.1 

180 

70.3 

43.5 

1200 

73.3 

56.5 

2700 

74.3 

67.5 

4200 

793 

73.0 


11) : It means the sum of conduct of the each substance. 
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TABLE 130. 

Conductivity of mixtures of suspension and ammonium hydroxide solution 
(5g of Fe(OH) ;{ +50cc. of water) + 

50 cc. of 40 miilimols/L NH 4 OH solution. 


Time after mixing 

min. 

Conduct of mixtures 

.10 Mho 

Conductivity increased 

.10-' Mho 

0 

27.5 <l > 

± 0.0 

1 

27.5 

± 0.0 

2 

27.6 

+ 0.1 

3 

27.6 

+ 0.1 

4 

27.5 

± 0.0 

5 

27.5 

± 0.0 

10 

27.6 

+ 0.1 

15 

27.8 

+0.3 

20 

27.7 

+ 0.2 

25 

27.8 

+0.3 

30 

27.8 

+0.3 

60 

27.7 

+ 0.2 

120 

27.7 

+ 0.2 

180 

27.9 

+0.4 

1200 

27.9 

+0.4 


(1) : It means the sum of conduct, of the each substance. 


* TABLE 131. 

Conductivity of mixtures of suspension and ammonium hydroxide solution 
(5g of A1 (OH]<+50cc. of water) + 

50 cc. of 40 millimols/L NH 4 OH solution. 


Time after mixing 

Conduct, of mixtures 

Conductivity increased 

min. 

.10-* Mho 

.10 - 5 Mho 


1 


0 

32.8 

± 0.0 

1 

32.6 

-02 

2 

32.6 

-02 

3 

32.7 

- 0.1 

4 

32.7 

- 0.1 

5 

32.7 

- 0.1 

10 

32.8 

± 0.0 

15 

32.7 

- 0.1 

' 20 

32.7 

- 0.1 

25 

32.8 

± 0.0 

30 

32.8 

± 0.0 

60 

32.8 

± 0.0 

120 

32.8 

± 0.0 

180 

32.8 

± 0-0 

1200 

33.0 

+02 


(1) : It means the sum of conduct of the each substance. 
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TABLE 132. 

Conductivity of mixtures of Bentonite suspension and ammonium hydroxide solution 
(5g of Bentonite+50cc. of water) f 
50 cc. of 40 millimols/L NH 4 OH solution. 


Time after mixing 

Conduct, of mixtures 

Conductivity increased 

min. 

! .10 _r ' Mho 

.10- - Mho 

0 

70.0 

± 0.0 

1 

70.3 

+0.3 

2 

70.3 

+0.3 

3 

70.3 

+0.3 

4 

70.3 

+0.3 

5 

70.3 

+0.3 

10 

70.3 

+0.3 

15 

70.3 

+0.3 

20 

70.3 

+0.3 

25 

70.3 

+0.3 

30 

70.3 

+0.3 

60 

70.3 

+0.3 

120 

70.3 

+0.3 

180 

70.3 

+0.3 

1200 

70.4 

+0.4 


1 It means the sum of conduct, of the each substance. 


TABLE 133. 

Conductivity of mixtures of Natrolite suspension and ammonium hydroxide solution 
5g of Natrolite H50cc. of water) + 

50 cc. of 50 millimols L NH 4 OH solution. 


Time after mixing 

Conduct, of mixtures 

Conductivity increased 

mm. 

.10- r > Mho 

.10-* Mho 

0 

41.7^> 

I ± 0.0 

1 

41.0 

1 

0 

2 

41.0 

-0.7 

3 

41.0 

-0.7 

4 

41.1 

- 0.6 

5 

41.0 

-0.7 

10 

41.2 

-0.5 

15 

41.2 

-0.5 

20 

41.2 

-0.5 

30 

41.4 

-0.3 

60 

41.4 

-0.3 

120 

41.5 

- 0.2 

180 

41.7 

± 0.0 

1200 

4L7 ! 

± 0.0 


<1) : It means the sum of conduct of the each substance. 
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Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending on 
progression of the reaction. 


In all cases, the conductivity after mixing of these substances was 
always higer than the sum of the conductivities of the separate con- 
stituents. The difference between the actual conductivity after mixing 
and the sum of the conductivities of the separate constituents means 
the increase of the conductivity after mixing. Comparing the increase 
of the conductivity one minute after mixing, the highest increase was 
found in the case of the humic acid which reach 93-10" 5 Mho, while the 
lowest was found in the case of the aluminum “ silico-humate ” which 
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reached 22-10' 5 Mho. The increase of the conductivity of various 
samples is shown in the following order. 

Humic acid > Fe (OH) s + Humic acid > A1 (OH)„ + Humic acid 
> Bentonite + Humic acid > Natrolite + Humic acid > Ferric 
humate > Ferric “ silico-humate ” > Aluminum humate> Alumi- 
num “ silico-humate ”. 

In order to determine whether such a difference of increase among 
these samples depends only on the formation of ammonium humates 
or also on the adsorption of ammonium-ions by colloidal matters in the 
samples, Fe(OH) 3 -, Al(OH) 3 -, Bentonite- and Natrolite suspensions 
were separately mixed with the ammonium hydroxide solution, 
whose concentration was 20 millimols in the mixture, and the specific 
conductivity was examined. The result showed, as described in tables 
130 to 133, that the adsorption of ammonium-ions by colloidal matters 
in samples hardly occurred in these mixtures. 

The difference of increase in conductivity among these substances 
produced with a noticeably higher conductivity. In other words this 
difference is in a close relation with the solubility of humus substances 
of samples in ammonium hydroxide solutions. 

Moreover, the conductivity of these mixtures was modified by the 
progression of reactions, that is, it gradually increased noticeably with 
the progression of reactions after the mixing of the ammonia solution. 
The increasing ratios of the conductivity of these samples were com- 
pared with one another by the mean value of the conductivity which 
increased within any unit time. As a result the increasing ratios were 
not agreeable with one another in all mixtures, that is, Merck’s free 
humic acid showed a slight increase in conductivity with the progres- 
sion of reactions, and mixtures of the humic acid with other sus- 
pensions showed a little higher increase, while aluminum or ferric 
humates and aluminum or ferric “ silico-humates ” increased most 
remarkably the conductivity of their mixtures. 

For the purpose of determining whether such an increase in conduc- 
tivity as the reactions progress depends only upon the successive 
formation of ammonium humates or some mutual action between the 
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hydroxide of ammonium and other mineral components in the mixture, 
the experiment as shown in tables 130 to 133 was carried out. It 
was found that the mineral components in the mixture take almost 
no part in the reaction. Consequently, it can be assumed that the 
increase in conductivity with the progression of reactions depends 
mainly on the ammonium humate. 

The mixture, whose conductivity increased with the progression 
of reactions after the mixing of ammonia, showed a comparatively 
small increase in conductivity at the instant after the mixing of am- 
monia. This probably depends upon the fact that little ammonium 
humate was produced in mixtures at the instant after the mixing of 
the hydroxide of ammonia, and that the amount increased rapidly 
with the progression of reactions. 

From these experimental results came the following conclusion. 
The increase of the conductivity of mixtures within one minute after 
the mixing of ammonia was noticeably greater in the case of the free 
humic acid and its mixture with other suspensions than in the case 
of various humates. It is therefore shown that the nearer the state 
of humus substances in mixtures is to free humic acids the larger the 
amount of ammonium humates produced at the instant after the 
mixing of ammonia. Consequently, the small increase of the conduc- 
tivity of humates at the instant after the mixing of ammonia means 
that humus substances in these humates exist in more complicated form 
than free humic acids. 

Moreover, the conductivity of mixtures increased with the pro- 
gression of reactions after the mixing of ammonia. This increase was 
modified by the difference of samples, that is, mixtures of humales 
and ammonia showed the highest increase of their conductivity, while 
mixtures of humic acids, mineral suspensions and ammonia, and of 
humic acids and ammonia showed a small increase. The increase of 
the conductivity of the mixture of humic acids with ammonia was 
practically finished in a .comparatively short time, while the action of 
ammonia on aluminum or ferric humates and aluminum or ferric 
“ silico-huraates ” gradually continued with progression of reactions 
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after the mixing of ammonia. Accordingly, it is concluded that humus 
substances in the form of humates, in comparison with free humic 
acids, are more resistant to ammonia, because their action on am- 
monia was more slowly than that of free humic acids. 

The change of the conductivity by mixing ammonia gives some 
suggestion as to the form of humus substances. 


B. Natural Soils 

Next came the experiment on the conductmetric relation between 
humus substances in various soils and hydroxides of ammonia. 

As samples were employed the following soils : 

D. 147 Tainan-syu, Mt. Ari, 2500 m Height, humus soil, 

(humus = 13.5%), surface soil. 

D. 368 Taihoku-syu, Mt. Sitisei, 800 m Height, humus soil, 
(humus = 14.9%), surface soil. 

D. 370 Taihoku-syu, Mt, Sitisei, 500 m Height, humus soil, 
(humus = 9.5%), surface soil. 

D. 371 Taihoku-syu, Mt. Sitisei, under layer of D. 370, 

(humus = 7.1%). 

D. 374 Taihoku-syu, Kaizan-gun, Ooka-syo, lateritic soil, 

(humus = 3.4 % ). 

D. 376 Taityu-syu, Noko-gun, Central mountain chain, 3200 m 
Height, humus, soil, (humus = 9.9%), surface 
soil. 

D. 435 Taihoku-si, Tomita-mati, sandstone-shale soil, 

(humus = 1.9%). 

5g each of these soil samples which were sifted through a 0.5 
mm sieve was mixed with 50 cc. of distilled water. The mixture was 
allowed to stand over night at a temperature of 30’ C with a definite 
shaking. Then 50 cc. of 40 millimols/L NH 4 OH solution, being kept 
at 30° C were poured in, thereby the concentration of ammonia in the 
mixture reached 20 millimols/L. The specific conductivity was deter- 
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mined at the following times, i. e., 1, 2, 3, 4, 5, 10, 20, 25, 30, 60, 120, 
180, 1200, 2700 and 4200 minutes after the mixing of ammonia. 

For the sake of convenience in comparing the changes in the 
conductivity of the soils with those of humates containing 0.5 g of 
humus, from the conductivity of 5g of the soils was calculated that 
of the soils containing 0.5 g of humus, because amounts of humus in the 
soils whose conductivity was determined were always either greater 
or smaller than 0.5 g. 

The results are shown in tables 134 to 140 and figure 33. 

TABLE 134. 

Changes in conductivity of mixtures of ammonium hydroxide and a soil D. 147 
whose humus content is 13.5 per cent 
(5g of soil+50cc. of water) -f 
50 cc. of 40 millimols/L NH 4 OH solution. 


Time after mixing 

Conduct, of mixtures 

Conduct, increased 

Increase in conduct, 
of the soil containing 

min. 

.10-5 Mho 

•10 - 5 Mho 

0.5 g humus 
.10-* Mho 

0 

30.0^> 

0.0 

0.0 

1 

33.5 

3.5 

2.8 

2 

33.8 

3.8 

3.0 

3 

34.5 

4.5 

3.6 

4 

35.0 

5.0 

3.9 

5 

35.4 

5.4 

4.2 

10 

36.7 

6.7 

5.2 

15 

37.8 

7.8 

6.0 

20 

38.4 

8.4 

6.5 

25 

39.8 

9.8 

7.5 

30 

40.0 

10.0 

7.8 

60 

41.7 

11.7 

9.0 

120 

44.8 

14.8 

11.3 

180 

47.1 

17.1 

13.0 

1200 

55.1 

25.1 

19.0 

2700 

733 

43.8 

323 

4200 

74.2 

44.2 

i 

33.3 


1 : It means the sum of conduct, of the each substance. 
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TABLE 135. 

Changes in conductivity of mixtures of ammonium hydroxide and a soil D. 368 
whose humus content is 14.9 per cent 
l5g of soil+50cc. of water) +50 cc. of 40 millimols/L NH 4 OH solution. 


Time after mixing 

Conduct, of mixtures 

Conduct, increased 

Increase in cbnducL 
of the soil containing 

min. 

.10-» Mho 

.10-* Mho 

0.5 g humus 
•10 - 5 Mho 

0 

| 285CD 

0.0 

0.0 

1 

1 38.1 

9.6 

6.2 

2 

39.4 

10.9 

7.1 

3 

39.6 

11.1 

7.2 

4 

1 40.3 

11.8 

7.7 

5 

40.4 

11.9 

7.8 

10 

40.7 

12.2 

8.0 

15 

41.7 

13.2 

8.6 

20 

42.3 

13.8 

9.1 

25 

43.1 

14.6 

9.6 

30 

44.1 

15.6 

10.2 

60 

4 62 

17.7 

11.7 

120 

53.1 

24.6 

16.4 

180 

56.4 

27.9 

18.6 

1200 

82.4 

53.9 

36.3 

2700 

101.0 

72.5 

49.0 

4200 

109.2 

80.7 

54.5 


1 * It means the sum of conduct, of the each substance. 


TABLE 136. 

Changes in conductivity of mixtures of ammonium hydroxide and a soil D. 370 
whose humus content is 9.5 per cent 
5g of soil+50cc. of water) +50 cc. of 40 millimols/L NH 4 OH solusion. 


Time after mixing j 

Conduct of mixtures 

Conduct, increased 

Increase in conduct 
of the soil containing 

min. 

.10 - 5 Mho 

•10 - 5 Mho 

0.5 g humus 
.10 - 5 Mho 

0 

28.5 (1) 

0.0 

0.0 

1 

44.8 

16.3 

17.0 

2 

45.4 

16.9 

17.6 

3 

46.1 

17.6 

19.4 

4 

46.5 

18.0 

19.9 

5 

47.3 

18.8 

20.7 

10 

50.0 

21.5 

23.6 

15 

53.1 

24.6 

26.9 

20 

54.3 

25.8 

28.1 

25 

58.7 

30.2 

1 32.8 

30 

59.7 

31.2 

33.9 

60 

62.9 

34.4 

372 

120 

66.4 

37.9 

41.0 

180 

71.0 

42.5 

45.8 

1200 

94.3 

65.8 

69.5 

2700 

107.5 

78.0 

83.2 

4200 

114.1 

85.6 

89.1 


1 : It means the sum of conduct of the each substance. 
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TABLE 137. 

Changes in conductivity of mixtures of ammonium hydroxide and a soil D. 371 
whose humus content is 7.1 per cent 
(5g of soil+50cc. of water) +50 cc. of 40 millimols/L NH»OH solution. 


Time after mixing 

min. 

Conduct of mixtures 

.10“ 6 Mho 

Conduct, increased 

.10- 5 Mho 

Increase in conduct 
of the soil containing 
0.5 g humus 
.10“ r> Mho 

0 

28.0 i) 

0.0 

0.0 

1 

55.6 

27.6 

39.5 

2 

56.4 

28.4 

40.0 

3 

61.7 

33.7 

48.2 

4 

64.0 

36.0 

51.5 

5 

64.6 

36.6 

52.3 

10 

66.4 

38.4 

54.9 

15 | 

68.2 

40.2 

57.5 

20 

70.0 

42.0 

60.1 

25 

72.0 

44.0 

62.8 

30 

73.1 

45.1 

64.5 

60 

77.9 

49.9 

71.4 

120 

80.5 

52.5 

75.1 

180 

87.5 

59.5 

85.1 

1200 

103.9 

75.9 

108.5 

2700 

108.5 

80.5 

120.1 

4200 

112.8 

84.8 

126.5 


(1) : It means the sum of conduct of the each substance. 


TABLE 138. 

Changes in conductivity of mixtures of ammonium hydroxide and a soil D. 374 
whose humus content is 3.4 per cent 
(5g of soil+50cc. of water) +50cc. of 40 millimols/L NH4OH solusion. 


Time after mixing 

Conduct of mixtures 

| Conduct increased 

1 Increase in conduct, 
of the soil containing 

min. 

.10“* Mho 

.10-" Mho 

j 0.5 g humus 

1 .10-" Mho 

0 

26.5 fl > 

0.0 

0.0 

1 

37.7 

11.2 

32.9 

2 

39.2 

12.7 

37.3 

3 

41.7 

15.2 

44.7 

4 

43.2 

16.7 

49.1 

5 

43.7 

17.2 

50.6 

10 

47.1 

20.6 

60.6 

15 

48.1 

21.6 

63.5 

20 

49.8 

23.3 

68.5 

25 

51.6 

25.1 

73.8 

30 

51.9 

25.4 

74.7 

60 

61.2 

34.7 

v 102.0 

120 

65.1 

38.6 

113.5 

180 

68.2 

41.7 

122.6 

1200 

71.7 

45.2 

132.9 

2700 

73.6 

47.1 

138.5 

4200 

74.2 

47.7 

140.4 


(1) : It means the sum of conduct, of the each substance. 
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TABLE 189. 

Changes in conductivity of mixtures of ammonium hydroxide and a soil D. 396 
whose humus content is 9.9 per cent 
(5g of soil+50cc. of water; +50 cc. of 40 millimols/L NH 4 OH solution. 


Time after mixing 

Conduct, of mixtures ' 

Conduct, increased 

Increase in conduct, 
of the soil containing 

min. 

.10- r > Mho I 

.10 - 5 Mho 

0.5 g humus 




.10“* Mho 

0 

39.6' u | 

0.0 

0.0 

1 

73.1 i 

33.5 

33.5 

2 

73.1 

33.5 

33.5 

3 

73.1 ! 

335 

33.5 

4 

75.4 I 

35.8 

35.8 

5 

75.4 , 

35.8 

35.8 

10 

76.2 ! 

36.6 

36.6 

15 

79.6 

40.0 

40.0 

20 

81.4 

415 

: 41.8 

25 

84.3 1 

44.7 

44.7 

30 

84.9 

45.3 

45.3 

60 

89.6 

50.0 

50.0 

120 

95.5 

55.9 

55.9 

180 

93.1 

53.5 

53.5 

1200 

1 132.7 

93.1 

93.1 

2700 

140.8 

1015 

101.2 

4200 

145.6 

106.0 

106.0 

vl) : It means the sum of conduct, of the each substance. 



TABLE 140. 

Changes in conductivity of mixtures of ammonium hydroxide and a soil D. 435 
whose humus content is 1.9 per cent 
(5g of soil+50cc. of water) +50 cc. of 40 millimols/L NH 4 OH solution. 


Time after mixing 

1 * 

Conduct, of mixtures ( 

Conduct, increased 

Increase in conduct, 
of the soil containing 

min. 

.10- r ‘ Mho i 

.10-* Mho 

0.5 g humus 


__ I 



.10 - * Mho 

0 1 

24.9 »> 

0.0 

0.0 

1 

28.0 

3.1 

15.8 

2 1 

1 28.7 

3.8 

19.5 

3 

1 29.1 

4.2 

21.6 

4 

30.1 

5.2 

26.8 

5 

30.4 

5.5 

28.4 

10 

81.2 

6.3 

32.6 

15 

, 32.0 

7.1 

36.8 

20 

1 33.2 

8.3 

41.0 

25 

1 33.8 

8.9 

44.2 

30 

> 33.8 

8.9 

445 

60 

1 33.8 

8.9 

44.2 

120 

34.8 

9.9 

49.4 

180 

36.2 

11.3 

56.8 

1200 

38.1 

135 

66.8 

2700 

38.8 

13.9 

73.0 

4200 

41.8 

16.9 

89.1 


(1) : It means the sum of conduct, of the each substance. 
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0 1 2 3 3-6 
Fig. 33. 

Changes in conductivity of mixtures of two substances, depending on 
progression of the reaction. 

The conductivity of mixtures of these soils and the ammonium 
hydroxide was increased without exception by the addition of am- 
monia than the sum of the conductivities of the separate constituents, 
and the difference between the actual conductivity and the sum of 
the conductivities of the separate constituents, i. e., the increased 
conductivity, was not the same. 

A great part of these increases in conductivity took place instantly 
after the mixing of ammonia, and then continued gradually with the 
progression of reactions. The increase at one minute after mixing lay 
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between 510" ! and 50-10' 5 Mho, and the order of the increase is 
shown as follows: 

D. 396 > D. 371 > D. 374 > D. 435 / D. 370 > D. 368 > D. 147. 

The increase of the conductivity continued gradually with the 
progression of time after the mixing of ammonia. According to the 
experiment described in tables 130 to 133, this increase of conductivity 
depends on the formation of ammonium humates in mixtures. 

These results obtained from natural soils were compared (1) with 
that from the free humic acid, (2) with mixtures of the free humic 
acid with other mineral suspensions, and (3) with the humates, in the 
preceding experiment. The degree of increase in the conductivity of 
soils at the instant after the mixing of ammonia was noticeably lower 
than those of the free humic acid and its mixtures with other mineral 
substances, and moreover was a little lower generally than those of 
the various humates. 

It is therefore indicated that the action of ammonia on these 
humates at the instant after mixing of ammonia was weaker than that 
on the free humic acid and its mixtures with other materials, and 
that this action was stronger than the action on humus in natural 
soils. In other words the degree of resistance of the humates, isoe- 
lectrically prepared, to the ammonia solution was greater than that 
of the free humic acid and less than that of the humus soils. 

On the other hand, the conductivity of mixtures of humus 
substances with the ammonia solution was changed with the progression 
of reactions after the mixing of ammonia, that is, it increased gradually 
in direct proportion to the duration of the reaction. But the degrees 
of increase in conductivity, which depended on the duration of the 
reaction, were not identical among various humus substances. That 
is, the increase was lowest in the free humic acid, a little higher in 
mixtures of the humic acid with other mineral substances, considerably 
higher in the humates, and highest in the natural humus soils. It is 
therefore seen that the increase of the conductivity depending on the 
progression of reactions became greater with the complication of the 
form of humus substances in samples. As a consequence it is as- 
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sumed that a large part of humus substences in soils combines with 
other mineral components, as well as in the case of humates which 
were formed isoelectrically. 


C. Summary 

In this chapter the form of humus substances in soils was ex- 
amined by means of the conductmetric investigation. 

As the sample in this experiment were employed various soils, 
aluminum and ferric humate snspensions, aluminum and ferric “silico- 
humate ” suspensions which were prepared isoelectrically, and a humic 
acid suspension, and its mixtures with other mineral suspensions such 
as Al(OH) 3 -, Fe(OH) 3 -, Bentonite- and Natrolite suspension. To a 
given quantity of these samples was added the same volume of am- 
monia solution. The concentration of ammonia in the mixture was 
always 20 millimols/L. The conductivity of the mixture with am- 
monia was determined successively at different periods from 1 to 4200 
minutes. 

The conductivity of mixtures of various humus substances with 
ammonia solution became remarkably higher at the instant when am- 
monia was added than the sum of the conductivity of both substances. 
The difference between the actual conductivity and the sum of the 
conductivities of the separate substances occurred because the conduc- 
tivity was increased by the addition of ammonia. Moreover, a 
remarkable increase of the conductivity of the mixture came as the 
reactions progressed. 

Such an increase of the conductivity, which was brought about 
by both the mixing of ammonia and the progression of the reactions, 
was changed by the difference of the form of humus substances. The 
value of the conductivity with increased at the instant ammonia was 
added is shown in the following order; 

Free humic acid > Mixtures of humic acids and other mineral 
substances > Humates. 
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The increase of the conductivity depends on the progression of 
the reactions and is given in the following order: 

Free humic acids < Mixtures of humic acids and other mineral 
substances < Humates. 

It was ascertained that this increase of the conductivity is in close 
relation to the amount of ammonium humates formed. The formation 
of ammonium humates in mixtures is affected by the resistance of 
humus substances to ammonia solution, Accordingly, the stronger the 
resistance of humus substances to the action of ammonia, the smaller 
the increase of the conductivity of their mixtures at the instant 
when ammonia is added. However the increase depending upon the 
progression of reactions is large. 

As a consequence, it was shown in the experiment, that humus 
substances in humates and natural soils have strong resistance to am- 
monia in comparison with that of free humic acids and their mixtures 
with other mineral substances. Therefore it was concluded that a 
large part of humus substances in natural soils as well as those in 
humates which were isoelectrically formed is probably in a combined 
condition with other components. 


X. INVESTIGATION CONCERNING THE MIGRATION OF 
IONS FROM HUMATES AND SOILS BY 
ELECTRODIALYSIS 

In electrodialysis experiments the different cations which are 
liberated from the solutions or suspensions contained in the middle 
compartment of a three chambered apparatus will accumulate in the 
cathode chamber as hydroxides 036 '. 

The anions liberated from an electrodialyzed medium migrate to 
the anode where a formation of acids in the anode solution takes 
place. If we deal with soil suspensions which contain humus 
substances the dialyzate in the anode chamber will consist of a mixture 
of mineral acids and electrodialyzable humus substances. 
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In experiments dealing with the electrodialysis of soils or soil 
colloidal materials, however, ions which normally function as metallic 
cations and silicon have been found at both the anode and cathode. 
Oden' 48 ’, who observed that during the electrodialysis of a garden 
soil larger amounts of silicon were transported to the cathode than 
to the anode, made no attempt to explain the phenomenon. Lod- 
desOl'®’ has reported that the anode solutions resulting from the 
electrodialysis of especially prepared colloids contained significant 
traces of iron, aluminum and magnesium. He made the suggestion 
that these ions may have been present at the anode in the form of 
complexes consisting of hydroxides which had absorbed acid anions. 
In electrodialyzing peat, Wilson and Staker' 74 ' have found considerable 
amounts of iron, aluminum, calcium and magnesium, and smaller 
amounts of sodium and potassium, at the anode, and silicon at the 
cathode. It has been assumed by them that during the electrodialysis 
of peat, metallic ions are transported to the anode as parts of complex 
organic anions, while the silicon which is sometimes found at the 
cathode is a part of a complex organic ion electropositively charged. 
Shibuya and Torii' 64 ' in our laboratory have observed the trans- 
portation of a part of organic potassium, calcium and iron in plant 
tissues to the anode during the electrodialysis. Mattson' 39 * 63 ' has 
observed the fact that when orthoclase is electrodialyzed, aluminum 
appears together with silica in the cathode chamber after the pH of 
the feldspar has been reduced to a certain value by the removal of 
potassium, and then he has suggested that the aluminum and silica 
exist in acid solution in the form of a complex cation. 

These facts give us some suggestion for the determination of 
the form of humus substances in natural soils and humus materials. 
In this experiment, therefore, the behavior of various constituents in 
soils and humus materials during the electrodialysis was observed 
as follows. 
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A. Minerals and Humus Materials 

As Wilson and Staker have assumed, when a complex organic 
ion, whose charge was opposite to the original individual ion, exists 
in a system, the detection of such a complex ion probably can be 
carried out by means of electrodialysis. Accordingly, the following 
materials were prepared and their given quantity was electrodialyzed. 

1. Ferric hydroxide suspension : Prepared from ferric chloride 
and purified. 

2. Aluminum hydroxide suspension : Prepared from aluminum 
chloride and purified. 

3. Humic acid suspension : Merck’s humic acid was employed. 

4. Ferric humate suspension : Isoelectric precipitate between 
ferric chloride and Na-humate solution. 

5. Aluminum humate suspension : Isoelectric precipitate between 
aluminum chloride and Na-humate solution. 

6. Ferric “ silico-humate ” suspension : Isoelectric precipitate 
between ferric chloride, sodium silicate and Na-humate solution. 

7. Aluminum “ silico-humate ” suspension : Isoelectric precipitate 
between aluminum chloride, sodium silicate and Na-humate solution. 

Impurities in these samples were displaced as far as possible. 

A Pauli cell with three compartments was used in electrodia- 
lyzing the sample. Parchment paper constituted the membrane at 
both electrodes which were of silver gauze. The dialysis was kept 
continuously for 100 hours, using a current of 100 volts and 30 
milliamperes and with suitable resistance in the circuit. A com- 
paratively large amount of the sample was used in order to obtain 
measurable quantities of ions at both electrode compartments. The 
solutions were removed from both the anode and the cathode com- 
partments every four hours during electrodialysis to facilitate the 
rapidity of the removal of the ions and to lessen the amount of 
ionic precipitation on the cathode membrane. 

The solutions that were removed from both the compartments 
were combined and concentrated by heating, then the quantity of 
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solid matter, organic matter, silica, alumina and iron was estimated. 
Determination of organic matters was carried out by Shibuya’s hydro- 
gen peroxide method, and to the other constituents the usual gravi- 
metric procedure was applied. 

The percentage of the constituents which removed to the cathode 
and anode compartment, in all the samples used, is shown in table 
141. 


TABLE 141. 

Distribution of ions in both anode and cathode solutions after electrodialysis, 
using mineral and humus substances 


Sample 

Organic matter , 
V> 

Si0 2 V 

ai 2 o* V 

FesOt Vo 

Anode 

soln. 

Cathode' Anode 
soln. j soln. 

Cathode 

soln. 

Anode [Cathode 
soln. i soln. 

Anode 

soln. 

Cathode 

soln. 

Fe'OIT ; susp. 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

0.0 

0.1 

A1 OH susp. 

- 

- | 

- 


0.0 

0.8 

- 

- 

Humic acid. susp. 

3.0 

1 trace 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

Fe-humate susp. 

4.3 

0.5 

- ' 

- 

- 

- 

0.4 

4.5 

Al-humate susp. 

4.0 

0.7 

— 

: 

0.7 

1.1 

- 

- 

Fe-Si-humate 

susp. 

4.6 

1.2 

3.6 

6.9 

- 

- 

0.5 

3.0 

AI-Si*humate 

susp. 

5.3 

1.3 1 

2.5 

3.9 

0.8 

2.9 

- 

- 


The reaction of the middle compartment solution was weak acidic 
throughout the electrodialysis. 

Metallic cations of both the ferric and aluminum hydroxide 
suspensions were found to some extent in the cathode solution, 
whereas in the anode solution nothing of them was found after the 
electrodialysis. On the contrary, metallic cations of the aluminum 
and ferric humate suspensions removed to both the electrode solutions 
during the electrodialysis, although in the anode solution was found 
a small amount of cations. 

On the other hand, a comparatively large amount of organic 
matters of the aluminum and ferric humate suspensions was trans- 
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ported to the anode compartment, whereas a small amount of organic 
matter was found in the cathode solution. Organic matters of the 
humic acid suspension, however, could not almost be found in the 
cathode compartment. If such a migration of organic matters to 
both the electrode solutions depended upon mutual absorption of 
ions which have different charges with each other, the similar 
phenomenon to that in the aluminum or ferric humate suspension 
must be expected also to occur in mixtures of AKOH}.- or Fe(OH) 3 
suspensions with humic acid suspensions. But in further experiments 
the fact could not be observed. Considering the above results, it 
may. be assumed, as Wilson and Staker supposed, that the metallic 
ions of the aluminum or ferric humate, which entered into the anode 
solution during the electrodialysis, were in the form of complex organic 
ions combined with the organic matter, and that at the same time, 
the organic matter which removed to the cathode solution was also 
in the form of electropositively charged complex organic ions. 

In the electrodialyzing of both the aluminum and ferric “silico- 
humate ” suspensions was also observed a result similar to the above 
case. That is, a large amount of their cations and organic matters 
was removed to the cathode and anode compartments respectively 
by electrodialysis, whereas a small amount always went over to the 
opposite electrode solution. 

Silicon of these humates was also found in both the electrode 
solutions. The fact that silicon in organic compounds was sometimes 
found at the cathode during electrodialysis has already been observed 
by Wilson, Staker and others, and it has been attributed by them 
to a complex organic ion combining with silicon. 

In short, metallic ions of hydroxides of iron and aluminum, and 
organic matters of free humic acids went over to either the cathode 
or anode compartment during the electrodialysis, whereas all the 
constituents of aluminum or ferric humates and aluminum or ferric 
“ silico-humates ” were found at both the cathode and anode. From 
the above results it appears that during the electrodialysis ions in 
the material with organic matters are transported to either the cathode 
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or anode as parts of complex organic ions. As a consequence, it 
may be assumed that all kinds of constituents of these aluminum or 
ferric “ silico-humates ” exist in chemical combination with organic 
matters, rather than in a mixed state with one another. 

B. Natural Soils 

The present experiment treated of the electrodialysis of various 
natural humus soils as contrasted to the artificial humates in the 
preceding experiment. 

As soil samples were employed the following humus soils which 
passed through a 0.5mm sieve: 

D. 147 Tainan-syu, Mt. Ari, 2500 m Height, humus = 13.5 
D. 367 Taihoku-syu, Mt. Sitisei, 1100 m Height, humus =18.5^. 

D. 370 do, 500m Height, humus=9.5%. 

D. 396 Taityu-syu, Central mountain chain, 3200 m Height, 

humus=9.9?6 

The electrodialysis and the chemical analysis were carried out 
by a procedure similar to that used in the preceding experiment. 

In the soil sample the percentage of the ingredients which removed 
to the cathode and anode compartment is given in table 142. 

The reaction of the middle compartment solution was weak 
acidic throughout the electrodialysis. 

Organic matters which removed from the middle compartment 
were found at both the cathode and anode after the electrodialysis. 
The quantity was, however, always larger in the anode solution than 
in the cathode. 

On the other hand, a large amount of the dialyzated iron, 
aluminum and silicon went over to the cathode, but they were also 
found to a less extent in the anode solution. 

Such a distribution of the quantity of these constituents between 
both the electrode solutions was in a similar relation to that of the 
foregoing experiment using the artificial humates. 

In spite of the negative charge of free humic acids a part of 
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TABLE 142. 


Distribution of ions in both anode and cathode solutions after electrodialysis, 

using mineral soils 


Soil 

Solid matter 

V> 

Organic matter 
V> 

Si0 2 

I 

% 

r 2 o 


Anode 

soln. 

Cathode 

soln. 

Anode 

soln. 

Cathode 

soln. 

Anode 

soln. 

|cathode Anode 
soln. soln. 

Cathode 

soln. 

D. 147 

0.16 

i 

0.73 

' 0.07 

0.04 

0.01 

003 

0.01 1 

1 0.06 

D. 367 

0.10 

0.37 

0.06 

0.04 

0 01 

0.02 1 

0.01 

1 0.07 

D. 370 

- 1 

[ _ 

0.02 

0.01 1 

0.01 

0.02 

0.01 

1 005 

D. 396 

0.23 | 

1 1.00 

0.12 

0.07 

1 0.01 

1 

0.02 

0.02 

1 0.14 


(1 : R 2 Oi represents the sum of A1 2 0 3 and Fe 2 Os. 


the organic matter in the soils removed to the cathode during the 
electrodialysis as above seen. 

From this result and Wilson’s evidence, it appears that during 
the electrodialysis of soils organic matters which were found in the 
cathode solution were transported to the cathode as parts of complex 
organic cations with iron, aluminum and silicon. On the other hand, 
it is perhaps possible that the iron, aluminum and silicon in the 
anode solution are parts of complex organic ions, electronegatively 
charged, which combine with organic matters. 

In electrodialysis of humus soils it can be supposed that a part 
of protein in soils, which has amphoteric nature goes over to either 
electrode solution. The content of protein in soils is, however, 
sufficiently low. On the other hand, in the preceding experiment 
with aluminum or ferric humates, and aluminum or ferric “silico- 
humates ",.a part of the humus substance removed to the cathode 
as electropositive ions during the electrodialysis in spite of the negative 
charge of free humic acids. Accordingly, in electrodialyzing these 
soils, organic matters which removed to the cathode solution should 
be humus substances. 
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From these results it is assumed that organic matters In soils, 
at least a part of it, is in chemical combination with other soil 
constituents such as iron, aluminum and silicon. 

C. Summary 

In this experiment in order to examine the form of organic 
matters in soils various artificial humates and humus soils were 
electrodialyzed. 

It has been already observed by a few workers that in electro- 
dialyzing humus soils a part of metallic ions like aluminum and 
iron in the soil removed to the anode, while a part of the organic 
matter went over to the cathode compartment. The reason for this 
has been explained by various hypotheses. Recently Wilson and 
Staker have assumed that these phenomena depend on the presence 
of organic complex ions. 

On this basis electrodialysis experiments were carried out using 
the following materials : 

a) Minerals and humus materials . 

1. Ferric hydroxide suspension. 

2. Aluminum hydroxide suspension. 

3. Humic acid suspension. 

4. Ferric humate suspension. 

5. Aluminum humate suspension. 

6. Ferric “ silico-humate ” suspension. 

7. Aluminum “ silico-humate ” suspension. 

b) Humus soils. 

Four kinds of humus soils. 

These samples were continuously dialyzed for 100 hours with a 
Pauli cell using a! current of 100 volts and 30 milliamperes. From 
both the electrode solutions which contained dialyzated substances 
the quantities of solid .matters, organic matters, silicon, aluminum 
and iron were estimated. 

The summary of the results is as follows. The dialyzated metallic 
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ions from both aluminum and ferric hydroxide suspensions were 
found only in the cathode solution, and organic matters of free humic 
acid suspensions were removed only to the anode compartment during 
the electrodialysis. Accordingly, the former was not found in the 
anode electrode solution, nor the latter in the cathode electrode 
solution. 

On the contrary, in electrodialyzing aluminum or ferric humates, 
aluminum or ferric “ silico-humates ” and humus soils, all of their 
dialyzated organic matters, aluminum, iron and silicon were always 
found more or less in both the electrode solutions. That is, a part 
of organic matters and silicon of the samples was found also in the 
cathode solution, and a part of aluminum and iron also in the anode 
solution after the electrodialysis. 

It is therefore assumed form these results and Wilson’s evidence 
that the organic matter in the cathode solution went over to the 
cathode as a part of a complex organic cation with metallic ions, 
that the aluminum and iron in the anode solution removed to the 
anode as parts of complex organic ions electronegatively charged, 
and that the silicon which is found at the cathode is also a part of 
a complex organic ion. 

Since the artificial aluminum or ferric “silico-humates” showed 
behavior similar to that of the aluminum or ferric humates which 
are deemed chemical compounds, the former, at least a part of them, 
seems to be in chemical combination. Moreover, since the behavior 
of the soils during the electrodialysis was also similar to the above, 
a part of the organic matter of the soils should therefore exist in 
the form of a chemical combination with other components. 

XI. OXIDABILITY OF HUMUS SUBSTANCES IN HUMATES 
AND NATURAL SOILS 

A. Experimental 

Natural humus results from the decomposition of plant, animal, 
and microbial residues by micro-organisms. Its rate of accumulation 
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and decomposition are changed by its nature as an inner factor, 
further as environmental factors the conditions under which decompo- 
sition is taking place, temperature, moisture content, aeration, and 
the reaction of medium are of primary importance. Accordingly, if 
other environmental factors are equal, the chemical and the biological 
decomposition of humus depends principally upon its nature. Humus 
decomposes finally to simpler components by an oxidizing process. 
If the form of humus is different, the chemical oxidizing action will 
be more or less changed. 

The oxidizing experiment with various humus materials was 
carried out in order to examine their form. 

As samples were employed the following materials. 

1. Merck’s humic acid. 

2. Humic acid separated from a humus soil D. 362. 

3. Aluminum humate. 

4. Ferric humate. 

5. Aluminum “ silico-humate ”. 

6. Ferric “silico-humate”. 

7. Humus soils : 

Igneous origin. 


a. 

D. 367 

Taihoku-syu, Mt. Sitisei, 1100 m Height. 

b. 

D. 368 

do, 

800 m Height. 

c. 

D. 370 

do, 

500 m Height. 

cL 

D. 371 

do, 

under layer of D. 370. 

e. 

D. 372 

do, 

under layer of D. 371. 

Sedimentary origin. 


f. 

D. 90 

Taityu-syu, 

Niitaka-gun, Toosya. 

g. 

D. 147 

Tainan-syu, 

Mt. Ari, 2500 m Height. 

h. 

D. 224 

Taihoku-si, 

Tomita-mati. 

i. 

D. 374 

Taihoku-syu 

i, Ooka-syo. 

j. 

D. 376 

do,- 


k. 

D. 377 

do, 

under layer of D. 376. 


1. Clay slate Taityu-syu. 
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Oxidability of these samples was tested by using potassium 
permanganate according to Rollow’s method' 54 '. 

At first the total quantity of the humus substances of these 
humic acids and humates was estimated. A given volume of their 
suspension was mixed with a slight amount of sulfuric acid, and 
into the mixture was poured a sufficient quantity of 0.2 N potassium 
permanganate solution to oxidize their total organic matter. Thereafter 
it was kept for a few minutes at 92-94 C on a water bath. After 
heating, a slight excess of 0.2 N oxalic acid was added until the 
pink color of the manganate faded entirely, and the mixture was 
again heated. Then it was back-titrated by the 0.2 N potassium 
peamanganate solution, and from the total quantity of the potassium 
permanganate consumed was calculated the total carbon viz. total 
humus content. 

Since humus substances are parts of soil organic matters, the 
quantity of humus substances which were estimated by means of 
the alkali extraction method was presumed, in this case, the total 
humus content in soils. 

In the next place the quantity of easily oxidizable organic matters, 
which are oxidized by a weak concentration of potassium permanga- 
nate solutions, were estimated. That is, to the mixture of a given 
volume of the suspension of samples and a slight amount of sulfuric 
acid was added the 0.2 N potassium permanganate solution in an 
amount equal to that actually consumed in oxidizing the total humus 
substance in the above experiment. The volume of the whole solution 
was previously regulated in order to keep the ratio between the 
added permanganate solution and the whole solution to 1 : 30, because 
the oxidizing power of the potassium permanganate solution is affected 
by its percentage and quantity in a mixture. 

The oxidability of humus materials was compared on the basis 
of the quantity of the easily oxidizable humus substance which was 
oxidized by the diluted permanganate solution as above. Accordingly, 
it means that the higher the value of the oxidability, the more 
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oxidizable the material. This value has no absolute meaning, but is 
applicable to this experiment. 

The results obtained are shown in table 143. 


TABLE 143. 

Oxidability of various humus materials 


Materials 


Oxidability 


Merck’s humic acid. 

74.2 i 

Humic acid, from D. 367 

74.8 ) 

Al-humate 

72.6 i 

Fe-humate 

72.6 i 

Al-“ silico-humate ” 

71.8 i 

Fe- 4 ‘ silico-humate” 

722 i 

Soils 


Igneous origin 


D. 367 

54.5 

D. 368 

56.4 

D. 370 

66.6 

D. 371 

63.3 

D. 372 

68.5 I 

Sedimentary origin 


D. 90 

60.4 ’ 

D. 147 

69.8 

D. 224 

47.3 

D. 374 

63.7 

D. 376 

53.3 

D. 377 

55.7 

Clay slate 

22. 6, 


The oxidability of the free humic acid showed the highest value, 
74.5. The aluminum or ferric humate, and aluminum or ferric 
“ silico-humate ’’ showed a comparatively low oxidability with a value 
of 72.0 to 72.6. In the soils, however, oxidability was considerably 
lower than in the others, and the mean value was only 60.2. 

It was therefore seen that among the free humic acid the various 
humates and the soils there is a perceptible difference in oxidability. 
The resistance against a given oxidizing power was lowest in the 
free humic acid, a little higher in the various humates, and in the 
natural soils highest. Such a difference in oxidability depends on 



Studies on Humus-Clay Complexes 


185 


the form of humus substances. The more complicated their form, 
the less their oxidability. 

The oxidability of organic matters in the clay slate which was 
examined for the purpose of reference was noticeably lower. 

That is, the fact that these humates showed less oxidability than 
the free humic acid depends upon their humus substance combining 
with other components. On the other hand, the lowest oxidability 
of the humus substance in soils also depends upon its complex form. 
It is therefore assumed that humus substances in soils, at least a 
part of it, exist in the form of humates with other components, as 
well as in the form of the aluminum or ferric humate, and the 
aluminum or ferric “ silico-humate ”. 

Although there was no noticeable difference in the oxidability 
between soils of igneous and sedimentary origin, the former had a 
little higher oxidability than the latter. The general conclusion for 
this, however, must be determined by testing other soils. 

B. Summary 

From the point of view that the resistance of humus materials 
to the oxidizing agent is changed by the difference of their form 
when other conditions are given, various humus materials were 
oxidized by a given concentration of potassium permanganate solution 
in order to examine the form of these humus substances. 

The following humus materials were employed in this experiment. 

1. Humic acids (Merck’s, and separated from humus soils). 

2. Aluminum or ferric humate. 

3. Aluminum or ferric “ silico-humate 

4. 12 kinds of soils. 

The oxidability of humic acids was highest of all, while that of 
aluminum or ferric humates, and aluminum or ferric “ silico-humates ” 
was just a little lower. The oxidability of humus substances in 
soils was lowest. 

From these results it can be seen that free humic acids are less 
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resistant against the oxidizing agent, while humates and humus soils 
show a higher resistance. The fact that these humates showed a 
little higher resistance against the oxidizing agent than did free humic 
acids perhaps depends on humus substances combining with other 
components. The highest resistance of humus substances in soils 
also perhaps depends upon their complex form. It is therefore 
assumed that these humus substances, at least a part of them, exist 
in the form of humates with other components, as well as in the 
form of the aluminum or ferric humate, and aluminum or ferric 
“ silico-humate ”. 


XII. X-RAY INVESTIGATIONS ON THE FORM OF 
HUMUS SUBSTANCES 

A. Experimental 

The nature and chemical constitution of humus, which is con- 
tinually decomposing in soils, are not constant, whereas those of 
humic acids, which are a main component of the soil humus, are 
comparatively constant, a number of chemical formulae for humic 
acids have already been proposed by many investigations, although 
none are yet determinate. According to Fuchs 22 ’, for example, the 
chemical formula of humic acids is as follows : 

CmH^NCCOOHUOHKCHCO). 

The chemically reactive side group of the above formula has 
been studied rather widely, and while the structure of the main 
group is less studied, Fischer' 17 ’ and Fuchs 21 ’ have shown that it 
has a cyclic structure. According to Fuchs’ later study the main 
group of humic acids is a condensated ring system, i.e., a polymerized 
lignin nucleous which consists of pyren nucleous. Since the organic 
chemical method of examining the structure of such a highly poly- 
merized substance is not satisfactory, the x-ray investigation has 
recently been applied to the problem. 

The old idea concerning the form of humus substances had 
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shown that they are in an amorphous state, but it was recently 
discovered that they have a crystal structure as well as cellulose 
and other similar substances, because they showed certain diffraction 
patterns when radiated by monochromatic x-rays. 

Since the diffraction pattern is modified by the difference of the 
arrangement of atoms and molecules in the crystal unit, the pattern 
is characteristic to the substance. If the atomic arrangement of 
humus substances which show a characteristic diffraction pattern is 
changed by combining with other substances, the patterns of the 
new combination must differ from that of the original to some extent. 
It was from this point of view that the x-ray investigation was 
conducted. 

The investigation was carried out by the Debye-Scherrer’s 
method 9 ’. The x-ray tube which was applied in the apparatus was 
the water-cooled Coolidge tube with a copper anticathode that produces 
x-rays with wave length of 1.549 A' 25 ’. The Debye-Scherrer camera 
produced by the Chemical and Physical Institute of Japan was 
used. 

Each sample of humus substances was powdered in a 200-mesh 
(about 0.12 mm) sieve, or a smaller one, after the Clark's description' 9 ’, 
and placed in a fine capillary tube of glass, then was exposed to 
x-rays at about 30,000 volts and at 5 milliamperes for 5 hours. 

First of all, Merck’s humic acid was examined by x-rays. It 
showed a characteristic diffraction pattern. Merck’s humic acid is not 
therefore amorphous, but is a certain crystalline structure. Its pattern, 
however, was so indistinct that the details could not be examined. 
In general, inorganic crystals easily show their clear patterns, but 
substances such as cellulose and humus substances, give a com- 
paratively wide and indistinct line. In diffraction patterns of Merck’s 
humic acid were observed two lines, and their respective angles of 
diffraction were about 7° 90’ and 21° 50'. Sedletzky and Brunow- 
sky 57 ’, and Sedletzkii 53 ' observed three lines in natural humic 
acids from soils in the U.S.S.R., and the following angles were 
calculated : 7° 59’, 12° 59’ and 21° 46'. But they have said that 



188 


Hideaki Saeki 


since their patterns were also indistinct, the angles of diffraction might 
have been calculated somewhat inaccurately. 

The angles of diffraction represented by the two lines of Merck’s 
humic acid in this experiment were almost identical with two of the 
three angles calculated in Sedletzky’s experiment with natural humic 
acids. However, the line whose angle showed a value of 12^ 59' in 
their experiment could not be observed in this case. 

In the next place humic acids separated from humus soils in 
Taiwan was examined, consequently, its diffraction patterns were 
identical with that of Merck’s humic acid. 

Then the aluminum or ferric humate which was prepared iso- 
electrically from aluminum or ferric chloride and Na-humate solution 
was applied in order to examine the diffraction patterns. Their 
patterns were similar to that of humic acids, that is, the position 
and intensities of the two lines in the diffraction photograph were 
similar to those of the humic acids. Even though the aluminum or 
ferric humate is a chemical product between humic acids and 
aluminum or ferric salts as shown in the preceding chapters and 
the Mattson’s experiment, it produced patterns similar to that of 
the humic acid. From this fact, therefore, it can be assumed that 
the aluminum or iron which entered into a position of the chemically 
reactive side group of the humic acid is in comparatively loose 
combination with the main group of the acid, so that the crystal 
structure of the acid did not change. Moreover, the pattern which 
was exposed five times as long as the above case was examined. 
But the diffraction pattern was same as the above and nothing of 
new line being due to these metals was observed. Consequently 
the result proves the reliability of the above assumption. 

The result of the x-ray study of Japanese acid clay by Isobe 29 ’, 
namely, that the exchangeable Na in this clay does not affect its 
crystal structure, may give some explanation of the result obtained 
in the experiment. 

Further, the aluminum or ferric “ silico-humate ” which was 
prepared isoelectrically from aluminum or ferric chloride, sodium 
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silicate and Na-humate solution, was used for the examination of 
the x-ray spectrum. These samples were sufficiently purified, dried 
and powdered finely as above described. The x-ray irradiation was 
made in different durations, i. e., for 5 and 25 hours. The diffraction 
photographs obtained were not different from those of the aluminum 
or ferric humate and the humic acid, that is, the position and 
intensities of the two lines in the patterns were identical. Since it 
has been proved in the preceding chapters that these “ silico-humates ” 
are chemical products among their constituents, the fact that the 
patterns of these “ silico-humates ” did not differ from that of the 
humic acid shows the possibility that the constituents in the “silico- 
humates ”, as well as those in the aluminum or ferric humate, exist 
in comparatively loose combination with the humic acid without 
changing the crystal structure of the acid. 

B. Summary 

The combining form of various humus substances was examined 
by means of the x-ray investigation. 

Crystalline substances show diffraction patterns by the irradiation 
of x-rays, while non-crystalline substances, i. e., amoiphous substances, 
show none. Since the position, number, and intensity of diffraction 
lines were changed by the difference in the crystal structure, the 
form of any substance can be examined by its diffraction pattern. 

Samples employed were Merck’s humic acid, humic acids sepa- 
rated from humus soils, and aluminum or ferric humates, and 
aluminum or ferric “ silico-humates ”, which were prepared isoelectri- 
cally. These samples were examined by means of the Debye-Scherrer’s 
method at 30,000 volts and 5 milliamperes. The x-ray tube used 
was the water-cooled Coolidge tube with copper anticathode. 

These humic acids showed identical patterns, that is, each showed 
two wide and comparatively indistinct diffraction lines. The two 
angles of diffraction were about 7° 90' and 21° 50'. Accordingly it 
was found that these humic acids are in a certain crystalline structure. 
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In the next place the aluminum or ferric humate was examined 
under the same condition or the prolonged exposurement. The 
Debye-Scherrer spectrum of these humates was identical with 
those of the humic acids in the position, number, and intensity of 
the diffraction lines. Consequently, it was assumed, that although 
these humates were formed by the mutual chemical action between 
aluminum or iron and humic acids, the aluminum and iron exist in 
comparatively loose combination with the humic acid without changing 
the crystal structure of the acid. 

Then the aluminum or ferric “ silico-humate ” was applied. 
Their diffraction patterns likewise did not differ from that of the 
humic acid. It was therefore assumed that the constituents in these 
“ silico-humates ”, as well as those in the aluminum or ferric humate, 
exist in comparatively loose combination with the humic acid without 
changing the crystal structure of the acid. 

XIII. SUMMARY AND CONCLUSION 

There are not a small number of investigations concerning the 
conditions of the formation of so called “ Humus-clay complexes ” 
which play the most important roles in soils, and their form. But 
this problem has not yet solved itself. 

The present paper has dealt with the experiment on the form 
of humus-clay complexes and the conditions of their formation, with 
special reference to determining whether humus substances in humus- 
clay complexes are in a state of mechanical mixtures with other 
constituents, or in combinations with other constituents of soils. 

In the first place, the investigation was conducted on the condi- 
tions of the formation of humus-clay complexes using humic acids, 
silicates and aluminum or ferric salts, because the principal composition 
of mineral soil particles consists of silicon and aluminum or iron. 
The sample of silicon, iron and aluminum was applied in the form 
of Na^iO s , FeCl8'6H 2 0 and A1C1 3 -6H 2 0 respectively, and Merck’s 
humic acid was used as a sample of humus substances. The solutions 
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of these samples were mixed with each other under definite conditions 
by means of a method similar to that of Mattson’s experiment' 39 '. 
The main results obtained are briefly summarized as follows : Alumi- 
num or ferric “ silico-humates ” obtained from mixtures of the 
aluminum or ferric salt, silicate and humus substances, were always 
flocculated isoelectrically at a certain hydrogen-ion concentration of 
mixtures. Beyond this isoelectric point, at still lower or higher pH 
values, the flocculation of the humates was gradually prevented with 
change of pH values of mixtures, and the dispersity also increased 
with moving of pH of mixtures from the isoelectric pH, and finally 
a molecular high dispersion was occurred. 

The isoelectric point of the humates was not modified by the 
difference of the order of the mutual mixing of their constituents, 
whereas it was strongly affected by the concentration of their con- 
stituents, and acidoid-amphoteloid ratios of mixtures. The higher 
the ratio the lower was the isoelectric pH. Even if, however, the 
acidoid-amphoteloid ratio was constant, the isoelectric pH was modified 
by the concentration of these constituents, that is, an increase in 
concentration lowered the isoelectric pH whereas a decrease in 
concentration showed the opposite effect. 

There were usually two isoelectric points in these mixtures with 
the exception of some ferric system with low humus-sesquioxide ratios. 
In the case of aluminum “silico-humates” having the acidoid- 
amphoteloid ratios which were employed in this experiment, the first 
isoelectric point lay between pH 4.0 and 6.4, and the seccond point 
lay at pH of 3.5 to 3.7, according to the difference of acidoid- 
amphoteloid ratios. While in ferric “ silico-humates ” the first point lay 
between pH 3.0 and 5.8, and the second point lay at pH 1.6 to 1.7. 

There was a point of the electropositive maximum between the 
first and second isoelectric point. Since at the point where the 
dispersity of mixtures reached the maximum, the flocculating of 
humates was prevented, and in extreme case nothing of flocculates 
was formed because of the molecular high dispersion of mixtures. 
The maximum dispersity of mixtures was influenced by their acidoid- 
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amphoteloid ratios, that is, the higher the ratios the lower was the 
maximum dispersity of mixtures. Accordingly, a decrease in concen- 
tration of acidoids made the narrow pH zone of flocculation of 
humates. 

The electric conductivity of mixtures was most strongly lowered 
at the isoelectric point, causing the most favorable mutual combination 
of constituents at this point. 

The quantiy of the elements combined with humates at different 
hydrogen-ion concentrations was directly proportional to the amount 
of humates formed. At the isoelectric point the total quantity of 
humus, aluminum or iron in mixtures entered into combination with 
humates, at any concentration and any mutual ratio of these elements. 
However silicon was not so favorably combined with humates, only 
about 20 to 70 per cent of the total silicon entering into combination, 
according to the concentration of the total silicon. It is due to the 
fact that the interaction between humus and aluminum or iron is 
stronger than that between silicon and aluminum or iron, and that 
the silicon is strongly displaced by humus, causing the easy dissoci- 
ation of the silicate-ion in comparison with the humate-ion. 

The isoelectric point of ferric “ silico-humates ” was always lower 
than that of aluminum “ silico-humates ” having the same constitution 
ratio as the former, because iron is an ampholyte which is stronger 
as a base than aluminum. • 

The nature of these humates which consist of these constituents 
was different from that of the original constituent. 

In the next chapter this paper dealt with the experiment on the 
relation between coagulation of free humic acids and hydrogen-ion 
concentrations, and on the mutual action between suspensions of 
aluminum or ferric hydroxide and solutions of Na-humate, and further 
on the action between soil colloidal suspensions and Na-humate 
solutions. 

Na-humate solutions with various concentrations decreased gradu- 
ally their stability with additional increase of hydrogen-ion concen- 
trations and finally sudden coagulation- occurred near the pH of 2.4. 
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The flocculation which took place by mixing of Na-humate 
solutions and suspensions of aluminum or ferric hydroxide was 
isoelectrical and therefore near the isoelectric point was produced 
the most favorable flocculation. The isoelectric point was moved to 
lower pH with increase of humus-hydroxide ratios. In the ferric 
system, the y- rat ‘° °* w ^ich was varied from 12.5 

to 500, the isoelectric point was found between pH 2.9 and 2.0. While 
in the aluminum system the — mowVi ' oh ra ^° which was 
varied from 12.5 to 250, the point was found between pH 7.9 and 
6.5. It is therefore suggested that in the suspended state of aluminum 
and iron also, as well as in their dissolved state, the ionic interaction 
took place between hydroxides and humus substances. 

Soil colloidal suspensions gradually carried down humus substances 
with increase of hydrogen-ion concentrations of mixtures, and finally 
near the isoelectric pH, i. e., below about pH 3, took place the sudden 
flocculation of humus substances with soil particles. 

The fact that the isoelectric relation was shown in the various 
system above, and that the new product differed in its nature from 
the original substances, indicates the participation of some chemical 
action in mixtures of these substances. 

The sixth chapter told of the experiment for successive extractions 
of humus substances from various humates and soils at various 
hydrogen-ion concentrations, in order to examine the form of humus 
substances in the humates and soils. 

The solubility of humus substances in a certain solvent were 
modified by the difference of the form of humus substances in samples. 
Free humic acids showed the highest solubility at a definite pH, 
while in humates and soils was found a far lower solubility, which 
was not so different one another between them. 

From the facts, that free humus substances were more easily 
soluble at any pH value than humus substances which are in combi- 
nation with other components, and that the solubility between the 
humates and soils showed a no marked difference, it was concluded 
that humus substances in soils, as well as in the humates prepared 
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isoelectrically, are not only present in a free state but also exist in 
a less soluble state which combines with others. 

The seventh chapter treated of successive extractions of iron 
and aluminum from their various humates at various hydrogen-ion 
concentrations, with a view toward examining their form. The 
solubility of iron and aluminum in aluminum or ferric “ silico-humates ” 
was considerably lower than that of their hydroxides, and showed a 
value nearly similar to that of humates of iron and aluminum. From 
these results it was therefore given some certainty to the assumption 
that aluminum and iron in aluminum or ferric “silico-humates" 
exist not independently of the other constituents but may combine 
in a state almost similar to aluminum or ferric humates whose con- 
stituents have interacted chemically with each other. 

The eighth chapter dealt with the conductmetric experiment on 
the reaction of humus substances on other substances in a system. 
When two substances, i. e., A and B, in a system show neither 
chemical nor physical interaction between them, the conductivity of 
the system will be in agreement with the sum of the individual 
conductivity. If only a mechanical adsorption takes place between 
these two substances, the conductivity will become to some extent 
lower than the sum of the individuals. In case that some chemical 
action takes place between them, the conductivity will become either 
higher or lower than the sum of the individuals according to the 
nature of the products. 

From this point of view, the electric conductivity of several 

mixtures of any two substances whose mutual proportion was 

previously varied was determined and thereby examined the action 
% 

between two substances. As a result, in mixtures of humic acid 
suspension +NH 4 OH solution, humic acid suspension +NaOH solution, 
humic acid suspension +Na 2 Si0 3 solution, Na-humate solution +A1C1 3 
solution, Na-humate solution +FeCl 3 solution, Na 2 Si0 3 solution + A1C1 3 
solution, NajSi0 3 solution +FeCl 3 solution, (Na 2 Si 0 3 + Na-tjumate) 
solution +A1C1 3 solution, ( Na^iOs + Na -humate) solution +FeCl 3 solution, 
a remarkable chemical interaction was found. In mixtures of humic 
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acid suspension +Al(OH) 3 suspension, humic acid suspension +Fe(OH )3 
suspension, Na-humate solution + Al(OH) 3 suspension, Na-humate 
solution +Fe(OH )3 suspension, Na 2 Si0 3 solution + Fe(OH)s suspension, 
NaaSiOj solution +Al(OH )3 suspension, (Na 2 Si0 3 + Na-humate) solution 
+ Al(OH)g suspension, (Na 2 Si0 3 + Na-humate) solution + Fe(OH )3 sus- 
pension, and H-clay suspension + Na-humate solution, a chemical 
interaction was also observed, but to far less extent than in the 
former group. There was, however, no chemical action in the mixture 
of silicate and humate of soda. It can be concluded that humus 
substances interact chemically more or less with basoid substances 
which are in both free and combined states. 

Since the dissociation of ammonium hydroxides is comparatively 
low, its conductivity was therefore lower than that of other ammonium 
salts at the same normality, in spite of the large mobility of the 
hydroxyl-ion of ammonium hydroxides. Accordingly by mixing am- 
monium hydroxides with humic acid suspensions, the conductivity 
of the mixture becomes higher than the sum of each original con- 
ductivity. Moreover, such high conductivity depending upon am- 
monium humates produced is modified by the duration of the contact 
of humus substances with ammonia. These phenomena are affected 
by the strength of interaction between them. In the ninth chapter, 
therefore, on the basis of this standpoint the conductmetric investigation 
concerning the form of humus substances in the humates and soils 
was conducted. The increase of the conductivity of humus substances 
which took place by mixing with ammonia was variable with their 
form. The highest increase was shown by free humic acids and 
mixtures with other substances, while the lowest was shown by 
natural soils. The increase of various humates was nearer to that 
of soils, although the increase of the former was therefore concluded 
that a large part of humus substances in natural soils is probably 
in the combined state with other components, as well as the humates 
which were formed isoelectrically. 

The tenth chapter treats Of the electrodialysis experiment with 
various artificial humates and humus soils in order to examine the 
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form of humus substances in soils. It has been observed by a few 
workers that in electrodialyzing of humus soils a part of the metallic 
ions like aluminum and iron in soils removed to the anode, and a 
part of organic matters was transported to the cathode compartment. 
Although various reasoning for this has been considered, recently 
Wilson and Staker reported that this may depend on the presence 
of complex organic ions. In the present experiment the following 
various substances were electrodialyzed, namely, suspensions of ferric 
or aluminum hydroxides, humic acids, ferric humates, aluminum 
humates, ferric “ silico-humates ”, aluminum “ silico-humates ” and 
humus soils. The dialyzated metallic ions from aluminum and ferric 
hydroxides were found only in the cathode solution, and organic 
matters of free humic acid suspensions removed only to the anode 
during the electodialysis. On the contrary, in the case of various 
humates and soils, all of their dialyzated organic matters, aluminum, 
iron and silicon were always found more or less in both electrode 
solutions. It was assumed accordingly that organic matters in the 
cathode solution went over to the cathode as a part of a complex 
organic cation with metallic ions, and that aluminum and iron in 
the anode solution removed to the anode as parts of complex organic 
ions electronegatively charge, and that silicon which is found at the 
cathode is also a part of a complex organic ion. 

Since aluminum or ferric “silico-humates” showed behavior 
similar to that of alminum or ferric humates which were formed by 
chemical interactions, the former, at least a part of it, seems to be 
in chemical combinations. Moreover, since the behavior of soils 
during electrodialysis was also similar to the above humates, a part 
of organic matters in soils should therefore exist in the form of a 
chemical combination with other components. 

From the point of view that the resistance of humus substances 
to the oxidizing agent is changed by the difference of their form, 
the oxidability of various- humus materials was determined by use 
of a potassium permanganate solution in order to examine the form 
nf these humus substances. The oxidability of various humus materials 
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was compared by using the percentage of the easily oxidizable humus 
substance in the totals. Their oxidability was not identical, that is, 
the oxidability of humic acids was highest of all, and that of aluminum 
or ferric humates and aluminum or ferric “ silico-humates ” was a 
little lower than that of humic acids, while the oxidability of humus 
substances in soils was noticeably lower. 

It was therefore found that free humic acids is less resistant to 
the oxidizing agent, while humates and humus soils show a higher 
resistance. The lower oxidability of humus substances of humates 
and soils in comparison with that of free humic acids probably 
depended on the complication of the form of humus substances in 
the former. It was therefore assumed that humus substances in 
soils, at least a part of it, exists probably in the form of humates 
with other components, as well as humus substances in aluminum 
or ferric humates and aluminum or ferric “ silico-humates ”. 

In the last experiment various humates were applied for the 
x-ray investigation in order to examine their combining form. As 
samples Merck’s humic acid, humic acids separated from humus 
soils, aluminum or ferric humates, and aluminum or ferric “ silico- 
humates ” which formed isoelectrically were used. These samples 
were examined by means of Debye-Scherrer’s method at 30,000 volts 
and 5 milliamperes using the water-cooled Coolidge tube with copper 
anticathode. 

Free humic acids showed identical patterns, that is, each showed 
two wide and comparatively indistinct diffraction lines, and these 
two angles of diffraction were about 7° 90' and 21° 50 / . It was 
therefore found that these humic acids are in a certain crystalline 
structure. The Debye-Scherrer spectrum of aluminum or ferric 
humates was identical with those of the humic acids in the position, 
number, and intensity of the diffraction lines. It was found conse- 
quently that although these humates were formed by the mutual 
chemical action between aluminum or iron and humic acids, the 
aluminum and iron exist in comparatively loose combination with 
humic acids without changing the crystal structure of the acids. 
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The patterns of aluminum or ferric “ silico-humates likewise did 
not differ from those of the aluminum or ferric humates. Consequently 
the constituents of these humates should exist together in similar 
combination to that of the aluminum or ferric humates. Since it 
has been ascertained in the previous chapters that the binding form 
of humus substances in soils resembles that of the humates which 
were prepared isoelectrically, a part of humus substances in soils 
also exist in comparatively loose combination with other constituents 
of soils, as well as in the case of the above various humates, without 
changing the crystal structure of humus substances. 

In short, the so called “Humus-clay complexes” are not mechanical 
mixtures of humus substances with other constituents of soils, but 
they are a chemical compound which has a binding form similar to 
that of aluminum or ferric humates and aluminum or ferric “ silico- 
humates ” whose formation was isoelectrical, and aluminum and iron 
in humus-clay complexes exist in comparatively loose combination 
with humic acids, without changing the crystal form of the acid. 
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BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER KREISE 
UND KUGELN (XXXI) 

Sozi Matumura 

(Accepted for publication, April 17, 1939.; 

Im folgenden mochten wir einige Bemerkungen uber die Theorie 
der Kreise und Kugeln machen. 


1 

Hier machen wir einige Anwendungen der Fundamentalgrdszen 
(0,0,), (0,0.), (0.0,) 
der Kreisflachen nj klar. 

( A i 1st auf einer Kreisflache ein orthogonales Parametersystem 
gegeben, und ist 

ill ds 2 - [0,0,) dt 1 + d- 1 

das Quadrat des Linienelementes, so sind die Radien der geodatischen 
Krummung der Parameterlinien gleich t,;) 

(2 -\\o,o,):'b/d- v (0 t 0') 

bzw. 

(3 ' i / («W):0. 

Aus (2) und i3) kann man wissen, dasz 
( 4 ) (0,0,) = 0 

gilt, wenn (3) endlich ist. 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Japan, Vol. XXVI, 
No. 1, May, 1939.] 

(1) NAKAZIMA ( = MATUMURA), S.: Kugelgeo. von MtiBIUS, Mem. of the Eac. of 
Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. 2, S. 36. 

(2) CARONNET, Th. : Sur les centres de courbure gSodesique, Comptes Rendus 
hebdomadaires des seances de lAcad6mie des Sciences, Paris 4° CXV, p. 589. 
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(B) Wir betrachten 05 

( 1 ) ds- = 1/* • {(e.0.) dt + 2 (0,0,) dfdr + (W dr*>. 

Wenn 

( 2 ) (*A) = 0 , (0,0,) = 1 , 1/a = T (f) - T (t) 

in (1) ist, so ist unsere Kreisflache eine harmonische Kreisflache, denn 
wir nennen die harmonische Flache diejenige, deren Linienelement sich 
in die Form bringen lasst: 

(3) ds* = {T (f) - T (r)} (dt + dr*) , 
da 

( 4 ) ( 0 , 9 ,) = 1 

besteht. 

(C) Im folgenden untersuchen wir die Kreisflache, deren Bogen- 
element mit 

( 1 ) ds* = (0,0,) dt 1 + 2 (0,0,) dtdr + ( 0,0,) dr * 
gegeben wird. 

Ist u eine vollstandige LOsung der Gleichung 

( 2 ) ( 0 , 0 ,) 2 ( W ^ • % + ( 6 '> 6 < > ( 1 “ )’ 

= (*A) (Mt) - ( W, 

wo (9,9,), (0,9,), (0,0,) die Koeffizienten in dem Ausdrucke des Linien- 
elementes 

ds ' = (0,0,) df +2 (0,0,) didr + (0,0,) dr* 
der vorliegenden Kreisflache bedeuten, so ist 
(3) Zu/*a = b, 

wo a und b Konstanten sind, die allgemeine Gleichung der geodatischen 
Linien auf der betrachten Kreisflache ( * 5 . 

(1! Vgl. NAKAZIMA, a. a. O., S. 35. 

(2) ERMAKOFF, W. P. : Ober geodatische Linien, Mathematische Sammlung, her- 
ausgsgeben von der Mathematischen Gesellschaft in Moskau, (Russisch) XV, 
p. 516. 
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Weiter kann man eine Regelkreisflache klar machen cn . 

(D) Sind t, r Parameter der Minimallinien, 

£ = x + iy , i = V - 1 
eine isotrope Koordinate und 

ds = 2 <p (t, t) iA dtdr , 2 (t, r) == (0,0~) 

das Linienelement einer Kreisflache, so lautet die BoNNETsche Gleichung 
des Deformationsproblems : 

- L. . - JL . ~ t . * = o • 

3r 2 q dt 2 3/3 4 pq 

und hier versteht man unter p, q, t in ublicher Bezeichnungsweise 
die partiellen Ableitungen von c nach t, ~ . 

Weiter kann man untersuchen wie in Raffys Arbeit CI> . 

(E) Ein Kurvennetz (t, soil als „Gewebe“ bezeichnet werden, 
wenn das Bogendifferential der beiden von einem Knotenpunkt ausge- 
henden Faden einer Masche derselben dem Differential dp gleich ist, also 


( i , = + 2 * cos « dtdr + Jdi* 

gesetzt werden kann. 

Wenn unsere Flache eine Kreisflache ist, so folgt aus (1) 


' 2 ) 


( 6 , 6 ,): ( 0 , 6 ,): 1 


( \ r \ a . d i_ % . / Z( f \ l 2 3 

\dt) ' dt 3r '[dr/. 


Die Kurve <f= const, halbiert das Supplement des Koordinaten- 
winkels « . 

Die Tschebyscheffschen aquidistanten Kurven ergeben sich speziell 
fiir <p= T + T . 

Da <p aus (2) berechnenbar ist 0) . 


1) CHINI, M. : Sopra alcune deformazioni delle superficie rigate, Atti delta Reale 
Accademia di Torino, 8° XXVI, p. 20. 

2) RAFFY, L. : Recherches sur les surfaces isothermiques, Annales scientifiques de 
l’Ecole Norm ale SupSrieure, publfees etc. par un comity de redaction compost 
de MM. les mattres de conferences de r&cole, Paris [3) 23, p. 387. 

3) ROTHE, R. : Dber die Bekleidung einer Oberflache mit einem biegsamen un* 
ausdehnbaren Netz, Sitzungsber. Berl. Math. Ges. 5, p. 9. 
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(F) 

(0,6,) df + (MO dr* = rfs*. (MO = 0 

sei das Quadrat des Linienelments einer Kreisflache, dann (6,6,) und 
(MO die Funktionen der Totalkrummung der Kreisflache und endlich 
das Verhaltnis g = V(0,0 ,):\ /(MO variabel. 

Wenn jeder der Ausdriicke 

df + g'dr 1 , 1/g 2 ■ df + dr 1 

das Quadrat des Linienelements einer Kreisflache konstanten Kriim- 
mungsmasses ist, so ist die gegebene Kreisfliiche auf einer Rotations- 
flache abwickelbar, ausser wenn 

g= <p(at + br) , 

wo a, b Konstanten sind co . 

(G) Die charakteristischen Kurven sind solche konjugierten 
Kurven auf positiv gekrummten Kreisflachen, deren Schnittwinkel ein 
Minimum ist. 

Sie entsprechen somit den Asymptotenlinien auf negativ gekrumm- 
ten Kreisflachen. 

Die Differentialgleichung dieser Kurven ist CI) 

( {L [(0,0 0 L - (0,0,) N] + 2 M [(0,0,) M - (6,0,) L]} dt 

( 1 ) | + 2 (M [( 0,0 ,) L - (6,0,) N] + 2 N['M0 M - (MO L]} dtd- 

« - {N [(0,0,)L-(0,0,) N] + 2 M [(0,0,) N -(0,0,) M]} rfr-=0 , 

wo L, M, N die Fundamentalgroszen zweiter Ordnung im Sinne ge- 
wdhnlicher Differentialgeometrie bedeuten. 

Nun setzen wir ( 1 ) in der folgenden Form an ; 

(2) A (t, r) df + 2 B (/, r) dtdr + C (t, r) dr‘ = 0 , 

so ist (2) dann und nur dann ein Orthogonalsystem, wenn 

(1) PELLET, A.: Sur les surfaces applicables sur une surface de revolution, Com* 
ptes Rendus hebdomadaires des stances de l’Academie des Sciences, 125, p. 159. 

(2) LILIENTHAL, R,: Zur Theorie der aquidistanten Kurven auf einer Flache, Math. 
Ann. 62, S. 539. 
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(3) (9,0,)C -2(*A)B + (M*)A = 0 

gilt. 

Wenn 

(4) A:B:C = (0,0,):(«A):(MO 

giiltig ist, so ist (2) die Minimallinien. 

Wenn 

(5) A:B:C = L:M:N 

gilt, so ist (2) die Hauipttangentenkurven. 

( H ) Weingakten hat bekanntlich eine aus den Minimalflachen 
durch Quadraturen bestimmbare Klasse aufeinander abwickelbarer 
Flachen vom Linienelementquadrat 

< 1 ) ds : = du l * * * 4- 2 v du dv + 2 u dv' 
angegeben. 

Wenn unsere abwickelbaren Flachen Kreisflachen sind, so wird 
(1) mit 

(2) </s ! = 2 r dt- + 2 t dt dr + dr- 

gegeben, wo 

l<W=2r, (»A) = /, (Mt) = l. 

Aus (1) kann man beweisen die ahnlicher Satze in (K>. 

Nun betrachten wir ( 2 ) ; so folgen die folgenden Satze. 

( I ) Sind ki und k •« die beidcn Hauptkrummungen , so isl not- 
wendige und hinreichende Bedingung dajur, das s die Kreisflache Kanal- 
kreisflache sei w : 

2 ft, +'k, + + A’, • W 9 ') (< + ft,) -= 0 . 

(2) Die notuiendige und hinreichende Bedingung dafiir, dasz die 
Parameterkurven Minimallinien sind, ist die, dasz die Gleichung 

(1) HOPPE, R. : Bedingung einer Kanalflache nebst einigen Bemerkungen an Kanal- 

flachen, Archiv der Mathematik und Physik mit besonderer Berucksichtigung 

der Bedurfnisse der Lehrer an den hoheren Lehranstalten gegrundet von J. A. 

GRUNERT, Fortgesetzt von R. HOPPE, Leipzig C. A. KOCH, 8°, LXX, (2 1 I, S. 280. 
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T = 0 

identisch fur alle Wertepaare t, r erfiillt sind. 

( 3 ) Die T angenten der beiden Parameterlinien in einem Flachen- 
punkte (t, sind nicht Minimalgeraden. 

(4) Die Bogenelemente der Kurven (r) und ( t ) wollen wir mit 
d,s und d~.s bezeichnen, so entsteht 

d,s — V 2 ' dt, d^s = d ~ , 

( 5) Wenn 

t = const., t = const. 
aufeinander senkrecht sind , so folgt 
t = 0. 

(6) £m Kurvcnnetz 

A (t, t) dt* + 2 B (/, r) <ftdr + C (f, r) dr' = 0 

auf einer Kreisflache ist dann und nur dann ein Orthogonalsystem, 
wenn 

2 ~ C — 2 1 B + A = 0 

gilt. , 

(7j Definiert die Differentialgleichung 

dr/dt = (t, r) 

auf einer Kreisflache keine Schar von Mimmalkurven, so lautet die 
Differentialgleichung der Kurven , die auf die durch diese Gleichung 
definierten einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind: 

dr = _ _2(r _+ t i) 
dt 2 1+* 

(8) Die Parameterlinien einer Kreisflache bilden ein Kurvennetz 
ohne Umwege, wenn 
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(9) Damit sich die Parameterlinien ( t ) und (?) einer Kreisflache 
so anordnen lassen , dasz sie ein Netz von unendlich kleinen Quadraten 
bilden, ist notwendig und hinreichend , dasz 

t = 0, 2«-(f)r-,?(r) = 0 

gelten. 

Hierin bedeutet a eine von Null verschiedene Fnnktion von t allein 
und eine von Null verschiedene Funktion von t allein. 

(10) £ und £ seien zwei konvexe Kreisflachen , cterew Punkte ein - 
deutig durch parallele und gleichgerichtele Kreisfldchennormalen ein - 
ander zugeordnet sein. 

Fiir jede Wahl von gemeinsamen Kreisflachenparametern seien 

r-7, f =7. 

smrf die beiden Kreisflachen bis auj eine Translation mi - 
teinander identisch (1 \ u. s. w. . 

• I ) Wird ein Netz von Occhipintis Kurven als Koordinatennetz 
auf einer Kreisflache gewahlt, so ist notwendig und hinreichend 
zwischen den sechs Fundamentalgrdszen die Relation" 5 giiltig: 

(1 . (*vU(W L - 2(W)(M,)M + (flA)(9,9,)N = 0, 

wo L, M, N die Fundamentalgrdszen zweiter Ordnung im Sinne ge- 
wohnlicher Differentialgeometrie sind. 

Wenn 

M = 0 

gilt, so folgt aus ( 1 ) 

( 2 ) L + (W(*A)N = 0. 

( J) Wird das Quadrat des Linienelementes einer krummen Ober- 
kreisflache auf die Form gebracht : 

( 1 ) ds* = 1/i • {(9 A) dt + 2 (9 A) dtd? + (9 A) dr 3 ) 

— d& % + o'drf , 

(1 NAKAZIMA = M ATUMURA , S. : Ober die ersten Fundamentalgroszen bei Ei- 
flachen, Jap. Journ. of Math. (1927), S. 101. 

(2) OCCHIPINTI, R. : Linee isocline rispetto alle bisettrici delle linee di curvatura, 
Palermo Rend. 36, p. 29. 
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wo iy=const. geodatische Linien darstellt und B den Bogen derselben 
bezeichnet so handelt es sich darum, aus der Gleichung (1) die Dif- 
ferentialgleichung der geodatischen Linien herzuleiten. 

Dies ist von Darboux im dritten Bande (S. 25) seiner „Legons 
sur la theorie generate des surfaces" ausgefiihrt. 

(K) Man kann das Linienelement einer Spiralkreisflache mit 
parallelen Linien gleicher Krummung in die Form bringen (1:> : 

(ds- — dr 1 2 + F ( r/t ) df, (M,) = 1 , 

d) j 

1(6,6,) = F (r/t), (0A) = 0. 

Sind die Kreisflachen auf Umdrehungsflachen abwickelbar, so wird 
(ds 2 = dr 2 + r"/r • df, (6,0.) = 1 , 

(2) 

Wt) = {0,0.) = o . 

Aus (1) kann man die folgenden Satze beweisen. 

(A) Die Minimallinien auf unserer Kreisflache sind 
dr 2 + F (r/t) df = 0. 

(Bj Ein Kurvennetz 

A (; t , t) df + 2 B (t, r) dtdf + C (i, r) dr 2 = 0 

auf unserer Kreisflache ist dann und nur dann ein Orthogonalsystem, 
wenn 

F(r/f)C + A = 0 

gilt. 

(C) Defirliert die Differentialgleichung 
dr/dt — Z ( t , r) 

auf unserer Kreisflache keine Schar von Mwimalkurven, so lautet die 
Differentialgleichung der Kurven, die auf die durch diese Gleichung 
definierten einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind: 

(1) RAFY, L. : Determination de l’element lineaire des surfaces spirales a lignes 
degale courbure paralleles, Bulletin de la Socieid Mathtaatique de France public 

par les secretaires, Paris, 8®, XX, p. 22. 
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dT F (Tjt) 

dt A 


(D) Die Parameterlinien unserer Kreisflache bilden dann und 
nur dann ein Kurvennetz ohne Umwege, ivenn 

3 i/F (j/tj = n 
3 r 


gilt. 

(E) Aus 

F (z/t)dt- + dr 1 = 0 

ergibt sich 

f/F (r/t)dt + 2d- = 0, 
li/F(W*)<#-2dr = 0. 

! F ) Die Bogenelemente der Kurven (r) und ( i ) wollen ivir d,s 
und d-.s bezeichnen, so entsteht 

d,s = -i^F (~/t) dt , d-s = d~ . 

(G) Handelt es sich urn den Inhalt der Kreisflache, so hat man 
das Integral zu berechnen mit 

J= SDdtdr, 


D 2 - F(r/0 

gilt. u. s. w. . 

Das gleiche gilt von (2>. 

(L) Weingarten 05 betrachtete die Flache, deren Linienelement 
durch die Gleichung 

( 1 ) ds* = du * + (u + av) di? 

gegeben ist. 

Wenn unsere Flache eine Kreisflache ist, so folgt aus ( 1 > 

il) WEIGARTEN, J. : Sur la throne des surfaces applicables, Comptes Rendus heb- 
domad aires des stances de l’Acad&nie des Sciences, Paris, 4®, CXII, p. 607. 



10 


Sozi Matumura 


(2) ds* = rfr* + (r + at)df. 

Aus (1) und (2) kann man die ahnlichen Satze wie in (K) be- 
weisen. 

( M) Nehmen wir unsre geodatische Linie auf unsre Kreisflache 
als Kurve r = 0 eines rechtwinkligen Netzes von Parameterlinien, 
wahrend wir als Kurven t = konst, die Kurve r = 0 senkrecht 
schneidenden geodatischen Linien wahlen, dann bekommen wir das 
Gauszsche Bogenelement 

(1) d? = A*dt + dr*, A s = (0«0,), (6,0,) = 0 
mit 

(2) A (f, 0) = 1 , A, (t, 0) = 0 . 

Fiir die Bogenlange der varrierten Kurve 

(3) r = r(f) = «?(*) 

erhalten wir, wenn wir nach Potenzen von e entwickeln : 

I S (e) — $ i/A ! 4 t* dt 

— $ v^l 4- " s An (t, 0) 4- t 71 4- ••• dt 
— 5 dt 4- ^ 5 {*'An (t, 0) 4 ~'*} dt 4- ••• 

Setzen wir wie iiblich 

(5) s(«) = S(0) + ss + %<r-s + ... , 

so ergibt sich neben dem selbstverstandlichen »S = 0 fiir die zweite 
Variation der Bogenlange der Ausdruck 

(6) o J S = 5 {r*A„ 4- r*) dt. 

Weiter kann man untersuchen auf unsrer Kreisflache wie in 
Blaschkes Buch (,J . 

(N) Die Koordinaten eines Punktes M einer Kreisflache seien 
durch die Kriimmungsparameter t und r dargestellt, und es sei das 
Quadrat des Linienelementes 

1 BlASCHKE, W. : VorJesungen uber Differentialgeometrie I, Dritte Auflage (1930), 
S. 216. 



Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXXI) 11 


d? = 1 /A • {(Oft,) df + (MO dr*}, ( 0 ft,) = 0 ; 

r, und r 2 seien zuletzt die beiden Hauptkriimmungsradien. 

Die Kreisflache sei in der bekannten Weise auf die GAUSSsche 
Kugel abgebildet, d. h. so, dass in entsprechenden Punkten die Nor- 
malen beider Flachen gleichgerichtet sind. 

Sucht man nun diejenigen Elemente in M, welche mit den ent- 
sprechenden Elementen der Kugel einen gegebenen Winkel bilden, 
dessen Kosinus A gleich sei, so erhalt man die Differentialgleichung <1; 


(1- A*)dr 2 + (0,0,) (MO 1— A(— dfdr- 

ri lr x r 2 \n rj) 

+ i 9,B, y (1 - A*) df — 0 . 
n 

( O i Wir betrachten alle Kreisflachen, die unendlich viele Werte 
der Konstanten a des Langenelementes (!:i 

ll) ds* = (t af) dt : + dr* 
haben, so entsteht 

( 2 ) (Oft,) = r + at 1 , (0,0,) - 0 , (0,0,) « 1 . 

Hieraus kann man wissen, dasz die Minimallinien sind : 

(3) (r + af)dt* + dr ! = 0. 

(P) Im folgenden mOchten wir die von Fredholm und Hilbert 
herruhrenden Satze uber lineare Integralgleichungen auf die Beltra- 
mische Differentialgleichung 

1 AV = A ( (MO • gV/» - (MO -dV/drl 
■H I V(0,o,)\w,) - (W j 

+ ( - (eft.)-W/zt+jO'OJ L Wli>T_i = 0 

M V(0,0,)(0,0,)-(0,0-J ) 


1 RUFFINI, F. P. : Di alcune propriety della rappresentazione sferiea del GAUSS, 
Memorie dell* Accademia Reale di scienze dell’ Istiute di Bologna, Bologna, ^4 
VIII, p. 661. 

(2 GOURSAT, E. : Surfaces telles que la somme des rayons de courbure principaux 
est proportionelle & la distance d’un point fixe un plan tangent, American Journ. 
of math. 10 (1883', p. 187. 
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anwenden, wobei (0,0,), (0,0,), (0,0.) die Differentialparameter einer 
geschlossenen Kreisflache bedeuten, deren Bogenelement durch die 
Gleichung 

( 2 ) rfs 1 = 1/A • {'0,0,) df + 2 (0,0,) dtdT + (0,0,) dT*) 

gegeben ist. Durch Anwendung des Fredholmschen Theorems gelangt 
er zu dem Resultate, dasz die notwendige und hinreichende Bedingung 
fur die Existenz einer auf der Kreisflache fiberall stetigen LiSsung der 
Differentialgleichung 

( 3 ) AV - /(/, r) ^lO,W,Y(O,0,J~- (OA* 

das Verschwinden des fiber die Kreisflache genommenen Integrals 

(4) S\f(t,T)da 
ist. 

Durch Anwendung des HiLBERTschen Theorems gelangt er zu 
dem Resultat, dasz es unendlich viele Werte des Parameters gibt, bei 
denen die Differentialgleichung 

(5) AV ■= ^ C (/, r) 1 (0,0,) (0,0,) — (0,0,)' • V [c(t, r) >0] 

eine fiberall stetige Losung besitzt. 

Durch Kombination beider Theoreme stellt er schlieszlich die Be- 
dingungen auf, unter denen die Differentialgieichung (5) eine LOsung 

besitzt, die in n gegebenen Punkten der Kreisflache ia t b,) (a„b„) 

eine Singularity besitzt vom Typus der Warmequellen mitderDiver- 
genz A, , A- , ... , A„ , wobei die A, gegebene Zahl sind (1) . 


( 2 ) 

(A) Im folgenden mOchten wir 

( 1 1 b - {s 1 * f) • {l ± (sY 1 )}, Gft“/ = i 

1 PICARD, E,: Sur une 6quation aux d6riv£es partielles du secnnd ordre, relative 
£ une surface ferm6e, correspondant & un Squilibre calorifique, Ann. de I’£c. 
Norm. (3) 26, p. 9. 
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betrachten, wo jj 1 und y, n Kugeln in R„ sind (1) . 

Aus (1) sieht man, dasz 

( 2 ) (toto) = 0 , (t»£ T ) = 0 , (b£ 1T ) = 0 

gelten, d. h. t> der Beruhrungspunkt von und j; Tf ist. 

Wir kGnnen daber zwei neue Beruhrungskugeln 

O) [«-ui] 

p-i 

als Linearkombinationen der y* einfuhren mit Koeffizienten , deren 
Determinante | r* | 1~0 sein muss, wenn £ T und jc 11 nicht proportional 
werden sollen, und konnen dann ebensogut durch die y* unsern Beruh- 
rungspunkt darstellen. 

Soil ein Ausdruck in den Koordinaten der Kugeln 
(4) f, A 

mit deren Hilfe wir eine Anzahl von Punkten festlegen, nur von der 
geometrischen Figur der Punkte abhangen, nicht aber von den sie 
festlegenden Kugeln, so muss er unverandert bleiben bei Substitu- 
tionen von der Art i3 . 

Dabei werden wir fur die verschiedenen Punkte Substitutionen 
1 3 ) mit verschiedenen Koeffizientensystemen haben. 

Wir wollen (3) auch die Buscheltransformationen des Punktes p 
nennen. 

Fur die Behandlung der Geometrie der Punkte im Raum erweist 
es sich als zweckmassig, diese in der angegebenen Weise zunachst 
durch ganz beliebige Paare von Kugeln darzustellen. 

Bilden wir die skalaren Produkte aller dieser Kugeln, so kdnnen 
wir abgesehen von den bekannten Ausnahmen aus ihnen das voll- 
standige Invariantensystem der Figur der gegebenen Kugeln gewinnen. 

Um die Invarianten der Punkte zu bekommen, haben wir aus 
diesen Invarianten noch die Ausdrucke zu bilden, die sich bei den 
Substitutionen (3) nicht andern. 

Dabei haben wir noch zu beachten, dass die moglichen Umnor- 

(V MATUMURA, S.: Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln XXX ), Mem. of the 
Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Japan, Vol. XXI d939\ S. 363. 
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mierungen der Hilfkugeln j* u. s. w. in den Substitutionen (3) ent- 
halten, also nicht mehr besonders zu beriicksichtigen sind. 

Betrachten wir zunachst einen Punkt jc“. 

Bilden wir das System der Skalarprodukte 

( 5 ) (jY) = A‘\ 

so haben wir in A* 1 * ein Grdssensystem, das sich nach (3) in folgender 
Weise substituiert : 

(6) A* 1 ' = c% cl A T4 [A e|, = (sY)]. 

Hier laufen alle Indizes von I bis II, und es ist fiber doppelt vor- 
kommende Indizes auf der rechten Seite zu summieren. 

Fur das Verhalten der GrOssen gegenfiber den linearen Buschel- 
transformationen (3) wollen wir die fiblichen Bezeichnungen der Ten- 
sorrechnung einffihren. 

Fur den zu unserm Punkt p gehOrigen Tensor A* 1 * gilt nach (5) 
die Symmetriebedingung 

( 7 ) A a * = A PI 

und femer substituiert sich die Determ inante A = i A”’ I nach 

(8) A = | c* |? A . 

Wollen wir nun einen eigentlichen reellen Punkt haben, so miissen 
wir die Determinante 

(9) A ^ 0 

voraussetzen, eine Bedingung, die nach (8) invariant ist. 

In diesem Falle immer besteht 

( 10) (sY) (ff) - (t.'j 11 / = o . 

Wir betrachten zwei Punkte p und p , die durch die beiden Kugel- 
paare j* und jc* [«, 1 = 1, II] dargestellt sind. 

Wir definieren 

(11) mit A" L = A»* 


und setzen 
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(12) A = 1 A* | = 0 
voraus. 

Dann haben wir fur p die Buscheltransformationen 

(13) = 
zu beriicksichtigen. 

Die cj in (13) sind aber von den c’ in (3) vdllig unanhangige 
neue Grdssen. 

Daher haben wir Vektoren und Tensoren beziiglich der Buschel- 
transformationen von p einerseits und von p andererseits zu un- 
terscheiden. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix 

(14) !is\ s n . s', f 11 = 0 

ist, in der eine lineare Beziehung der Form 
(15.) <t* f = t 

besteht. 

Die Bedeutung von (15) ist aber die, dass es eine Kugel 
( 16 ) 5 = 

gibt, auf der beide Punkte liegen. 

Weiter kann man untersuchen wie in meiner Arbeit 05 . 

(B) Wir betrachten 

(1) f(t) [a = I, II, ••• , (m + 1)] , 

wo S 1 = S , S n = 5 , ••• , s” 1 ” 1 = s'” 0 sind. 

Da t ein Parameter s — <*£ Jdt ist. 

Hier mdcnten wir die Flache betrachten, die. mit (1) bestimmt 
wird. 

Wir kOnnen m + 1 neue Kugeln 

(2) S‘ = S CSS" [« = I,II,...,(w + l)] 

(1) NAKAZIMA ; -• M ATUMUR A , S. : Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, 
Tohoku Math. Journ. 34 (1931), S. 187. 
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als Linearkombinationen der j* einfiihren mit Koeffizienten cl , deren 
Determinante 

( 3 ) I c 1 1 =4= 0 

Sf. ;Jc 

sein muss, wenn i l , £ ir , ... und nicht proportional werden sollen, 

* 

und kdnnen dann ebensogut durch unsre Flache darstellen. 

Soli ein Ausdruck in den Koordinaten der Kugeln 

(4) f, t}“, 5‘, ... [a =■ I, II, ... , (wj + 1)] 

mit deren Hilfe wir eine Anzahl von Flachen festlegen, nur von der 
geometrischen Figur der Flache abhangen, nicht aber von den sie 
festlegenden Kugeln, so muss er unverandert bleiben bei Substitu- 
tionen der Art (2). 

Wir wollen (2) auch die Buscheltransformationen der Flache F 
nennen. 

Bertachten wir zunachst eine Flache 
Bilden wir das System der Skalarprokukte 

( 5 ) (?;?) = a*>, 

so haben wir in A* 1 ’ ein Grossensystem, das sich nach ( 2 ) in folgender 
Wcise substituiert : 

(6) A“' 5 =clc' s A rs [A* # = dV)] • 

Aus 75 ) kommt 

( 7 ) A* 1 ’ = A 1 *' 

und femer laszt sich die Determinante 

f 8 ) A = I A”’ 1 

nach 

(9) A = | c* I s • A 
substituieren. 

Wollen wir nun eine eigentliche icelle Flache haben, so rniissen 
wir die Determinante 

(10) A ^ 0 


voraussetzen. 
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Wir betrachten zwei Flachen F und F, die durch die beiden Kugel- 
paare und [«, * = I, II, ... , (w+1)] dargestellt werden. 

Wir definieren analog (5) 

(11) A 5(l = (jY) mit A* = A |iX 

und setzen A — | A^ | 0 voraus. 

Dann haben wir fur F die Buscheltransformationen 

(12) = c£ f- 
zu berucksichtigen. 

Die in (12) sind aber von den c“ in (2) vOllig unabhangige 
neue Grossen. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix 

d3) 1 1 s', f, r*’\ ?,i n r^No 

ist, in der eine lineare Beziehung der Form 
(14) V't’ = <r x r x 

besteht. 

Weiter kann man untersuchen wie in meiner Arbeit 05 . 

(C) Ist n eine ganze Zahl, so bezeichnet 

( 1 ) r [« = I, II, III] 

2 n Punkte in R x , wo jc 1 ’ Kugeln in R N - sind. 

Im folgenden mochten wir eine Flache betrachten, die mit 2 m 
P unkten bestimmt wird. 

In diesem Falle kann man untersuchen wie in (4), z. B. wenn 

( 2 ) ii i\ ? v, i 1 , s n , ... , r li^o 

besteht, so erhalt man 

(3) 

Die Bedeutung von (3) ist die, dass es eine Beziehung (3) gibt 
zwischen beiden Flachen. 

(1) NAKAZIMA, S. : Differ entialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, Tohoku Math. 
Joum.34 (1931), S. 187. 
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Weiter kann man 

n« 

(4) f = Sc“s'\ [« = I, II, 

P-I 

in diesem Falle betrachten. 

(D) Im folgenden mbchten wir die Figur g im R N , die mit n 
Kugeln in R N bestimmt werden kann. 

Wir kOnnen n neue Kugeln 

( 1 ) f = [« = 1 , 11 , 

H-I 

als Linearkombinationen der einfuhren mit Koeffizienten cl , deren 
Determinante 

(2) IcSl + O 

* * *, 

sein muss, wenn j l , j n , ... und j" nicht proportional werden sollen, 
und kOnnen dann ebensogut durch die unsere g darstellen. 

Soli ein Ausdruck in den Koordinaten der Kugeln 

(3) s‘, r, i\ - , [« = i, ii #»], 

mit deren Hilfe wir eine Anzahl von S festlegen, nur von der geo- 
metrischen Figur der $ abhangen, nicht aber von den sie festlegenden 
Kugeln, so muss er unverandert bleiben bei Substitutionen der Art (1 ), 
Dabei werden wir fur verschiedene 3 Substitutionen (1) mit 
verschiedenem Koeffizientensystem cl haben. 

Wir wollen (1 ) die Biischeltransformationen der $ nennen. 

Wir betrachten zunachst eine g x° . 

Bilden wir das System der Skalarprodukte 

( 4 ) (sY) = A a ‘ , 

so haben wir in A* 1 * ein Grdssensystem, das sich nach (1) in folgender 
Weise substituiert : 

( 5 ) A“* = cl cl A*° [A a? = (sY)] • 

Hier laufen alle Indizes von I bis n und es ist fiber n vorkom- 
mende Indizes auf der.rechten Seite zu summieren. 

Hier sowie im folgenden wollen wir oft die Summenzeichen weg- 
lassen. 
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Fur das Verhalten der GrOssen gegeniiber den linearen Buschel- 
transformationen ( 1 ) wollen wir die iiblichen Bezeichnungen der Ten- 
sorrechnung einfuhren. 

Bei Gruppen linearer Transformationen bilden bekanntlich GrOssen 
und GrOssensysteme von gewissen leicht iibersehbaren Transforma- 
tionseigenschaften, die Vektoren und Tensoren das naturgemasse 
Durchgangsstadium zur Bildung von Invarianten. 

Fur einen kontravarianten Tensor n-ter Stufe 

yf* lVn 

gilt 

( 6 ) W'l** ... cj; W'.'V 

und fur einen kovarirnten 


gilt aber 

( 7 ) V.,., ,.c u — cl\ ci-i ... cl" . 

Um zu unserer Geometrie der is zuriickzukommen, bemerken wir, 
dass fur den zu unserer t? gehOrigen Tensor nach A* 1 ’ die Symmet- 
riebedingung 

( 8 ) A*’ = A 1 '" 

gilt und dass sich ferner die Determinante 

( 9 ) A = | A*" | 

nach 

(10) A = | C(5 ! • A 
substituiert. 


Wollen wir nun eine eigentliche reelle 5? haben, so miissen wir 
die Determinante 


(11) A '0 

voraussetzen, eine Bedingung, die nach (10) invariant ist. 
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Wir betrachten zwei 5, F und F, die durch die 

(12) ? und [a, 1 = 1, II, ... , «] 

dargestellt werden. 

Wir definieren analog (4) 

(13) A** = (??) mit A X|1 = A |lX 
und setzen 

(14) A = | A X|X | 0 

voraus. 

Dann haben wir fur F die Buscheltransformationen 
(15.) ? = cl? 

zu beriicksichtigen. 

Die cl in (15) sind aber von den c* in (1) vfillig unabhangige 
neue GrOssen. 

Daher haben wir Vektoren und Tensoren bezuglich der Buschel- 
transformationen von F einerseits und von F andererseits zu un- 
terscheiden. 

Daher wollen wir zu denjenigen der ersten Art, wie wir es bisher 
stillschweigend schon getan, nur die Indeizes 

(16) a, ft, r , ... . 

und zu denjenigen der zweiten Art aber die Indizes 

(17) X, ,i, v, ... 

verwenden. 

Die Grdssen, die nur die Indizes der ersten Art tragen. sind dann 
als Invarianten gegeniiber (15) zu betrachten, und das gleiche gilt 
fur die GrOssen mit lauter Indizes der zweiten Art. 

Wir merken uns daher : Um Invarianten zu bilden, diirfen wir 
nur die Indizes der ersten Art miteinander zusammenfallen lassen, 
Oder solche zweiter Art, nicht aber solche verschiedener Art. 

Analog (4) definieren wir zu A X)l den reziproken Tensor A^t , und 
ziehen mit beiden Tensoren die Indizes der zweiten Art herauf und 
herunter. 
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In 

(18) S“ - (s‘?) 

haben wir ein GrOssensystem, bei dem beide Arten von Indizes vor- 
kommen, einen gemischten Tensor, der sich nach 

(19) S oi = c% c} S” 1 

transformiert. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix 

(20) llj: 1 , r. 11 , ... , s’, s” s”’ 

ist, in der eine lineare Beziehung der Form 

(21) <T a i‘ = ** i* 

besteht. 

Die Bedeutung von (21) ist aber die, dass es eine Kugel 

(22 5 = <t„e s = <r*s x 

gibt, auf der beide o liegen. 

Weiter kann man untersuchen wie in meiner Arbeit 05 . 

( E ) Hier mOchten wir die Raumkurve in R N betrachten, die mit 
n Punkten in R v bestimbar ist. 

Geben wir auf einer Kugel j in R N n Punkte 

( 1 ) s B [« = I, II, ... , n] 

und auf einer weiteren Kugel f ebenfalls n Punkte vor, so gibt es 
genau m+ 1 Mdbiustransformationen des Rx-Raumes, die die Figur 

( 2 ) {it) 

iiberfuhren in die Figur: 

(3) (S h . 

Wir kdnnen zunachst durch eine Ahnlichkeit 5 in 3 * iiberfuhren, 

_ * 

dann gehen die in n Punkte jc® auf 3 iiber. 

Dann kana man auf n - 1 verschiedene Weisen durch erne 
* _ * 

Kreisverwandtschaft auf 3 , die s“ in die s“ iiberfuhren. 


(1) NAKAZIMA, a. a. 0., S. 199. 
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Zu jeder solcher Kreisverwandtschaften haben wir dann nach dem 
eben Ausgefuhrten noch n — 1 zugehdrige Transformationen des R K - 
Raumes. 

Diese « + 1 Abbildungen sind nun auch die einzig mOglichen. 
Denn die Figur 

* Hi 

(4) <8S‘> 

kann, wenn man die Identitat mitrechnet, nur durch n ■>- 1 Trans- 
formationen in sich iibergefuhrt werden. 

Zunachst gibt es zu der Identitat auf der Kugel j* von n — 1 
Kreisverwandtschaften einmal die Identitat des R N -Raumes, dann die 
Inversion an 5*, die alle Punkte von 5* in Ruhe lasst. 

Dann gibt es die Inversion auf 5*, die den Kreis durch die Punkte 

* 

auf 5 punktweise in Ruhe lasst, und zu dieser gibt es n — 1 Trans- 
formationen im Rx-Raum, von denen man wieder die eine aus der 
andem erhalt, indem man noch die Inversion an 5* ausfuhrt. 

Weiter kann man das died der Gruppe der Abbildungen von 
Mobius im Rx-Raum klar machen, wenn wir die Nummer von Bestim- 
mungsstiicken der Figur 

(5) <ab 
berechnen. 

Wir betrachten n neue Punkte 

(6) r = ±clf [a = I, II «] 

als Linearkombinationen der 5° einfuhren mit Koeffizienten c* , deren 
Determinante 

(7) k; H=o 

s)c ijc 

sein muss, wenn j 1 , 5 11 , ••• und j" nicht proportional werden sollen, 

* 

und kOnnen dann ebensogut durch die j* unsere Punkte darstellen. 
Soil ein Ausdruck in den Koordinaten der Punkte 

(8) 9 s , [« = 1 , n, ... , n], 

mit deren Hilfe wir eine Anzahl von Punkten festlegen, nur von der 
geometrischen Figur abhangen, nicht aber von den sie festlegenden 
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Punkten, so muss er unverandert bleiben bei Substitutionen der Art 

( 6 ). 

Man kann 

(9) (sY) = A“ f , A‘ ? = c?cSA T * [A” = (£•£)] 

auch betrachten wie oben. 

Wir betrachten zwei Raumkurven ® und S, die durch die beiden 
Punktepaare 

(10) s' und? [«, A = 1,11, ...,«] 

dargestellt sind. 

Wir definieren 

(11) A XV1 = (??) mit A" 11 = A 11 " 

und setzen 

(12.) A = | A* 1 2 * | 0 

voraus. 

Dann miissen wir fur At die Biischeltransformationen 

(13) ? = c x y ? 
beriicksichtigen. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix 

(14) II s', s n , j\ 5 n , ... , £"'> 11 = 0 

ist, in der eine lineare Beziehung der Form 

(15) 
besteht. 

Weiter kann man untersuchen wie in meiner Arbeit' 0 . 

( 3 ) 

Im folgenden mOchten wir die Inversegeametrie betrachten. 

(A) Wir unteruchen (,) 

(1) NAKAZIMA, a. a. O., S. 188. 

(2) Thomsen, G. : Uber konforme Geo., Abh. aus dem Math. Seminar, der Hamb. 
Univ., IV Bd., S. 122 
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( 1 ) 9 = 2 ( 5 £)-£- 8 . 

Aus der Aufgabe, alle Kurven 5 zu bestimmen, die bei einer Trans- 
formation durch reziproke Polaren in sich selbst Obergehen, wird die 
LOsung 

(2) 8 = (8f)f, 

wo £ eine Kugel und 8 einen Punkt bedeutet. 

Wenn die Kugel auf c senkrecht ist, so folgt aus (2) 

(3) (8U) = 0; 

daraus kann man wissen, dass 8 _L 9 Silt. 

Wenn t) £ sich beriihren, so folgt aus ( 2 ) 

( 4 ) (89) = (8 £) Oder cos 0 = cos <f > , 

wo 0 der Winkel zwischen 8 und 15 , </> der zwischen 5 und £ ist. 

£ und 37 seien zwei Kreise in Rs und j , j zwei Punkte in R» , wo 

(5) £ = £ - (£ 3?) (£ 3 ?/* = 1 , 

( 6 ) £ = £-(£37)7, (£37)- = 1 

und 

(7) £ = ^E 

gelten, so haben wir 

(8) £-(£37)37 = >![£- (£37)37]; 

daraus ergibt sich 

(9) £ = U 

d. h. £ und £ miteinander zusammenfallen, wenn (9)fiir jeden 37 gilt, 
wo A konstant ist. 

(B) Eine Kurve j (f) in R„ heiszt p - fach isotrop (Minimallinien), 
wenn 

(1) (ss) = 0, ■(££) = 0 = 0 , 

aber 
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(2) ( S o~» s o-i>) + 0 

ist, wo t Parameter und (s s) = 0 gilt. Da e = d/dt • £ ist. 

Aus 

(3) tj = 2(sf)-c- 5 

kommt 

(i) = 2(jf)c - a, l) = 2(s?)c - j, 

(4) { 

(^ , = 2(5 <w c)c -S''’ 1 , 

wo c eine feste Kugel, y und 5 Punkte in R N - sind. 

So folgen aus ( 1 ) und (4) 

(W) = 0 , (m) = 0, ... = 0 , 4-- 0 , 

wenn 

(88) = 0 , (88) “0, (5T) = 0, + 

daraus ergibt sich der 

Satz : Wenn 5 eine p-fach isotrope Kurve in ( 3 ) ist, so ist y auch 
eine p-fach isotrope Kurve. 

Weiter bestehen 

l) = 2 (5 z) c - 3 

und 

{y + d\)) = (5 + dj , c) c - {\ + d 5 } 
zugleich ; wir erhalten also 

d\) = (di,S) c - 

(C) Aus 

5 = 2 (5 5 ) c - 3 

folgt 

?' = 2(5^)f-8' 


?‘ = r; 


Oder 
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so ist gultig 05 

P - P, 

wo c eine feste Kugel, j, 5 Punkte in R N - und />, p Krummungshalb- 
messer sind. 

Nun wollen wir die Gleichung der Schmiegebene finden. 

Aus ( 28 ) in Blaschkes Buch (S) ergibt sich 

to-8. 2 (j c) c— 5 , 2 (j'c) £—5', 2(5 "c)£-5"} =0. 


( 4 ) 

Im folgenden behandeln wir 

(A) y = £-(£?)*, = 

wo y der Beriihrungspunkt zweier Kreise r und r t in R s ist. 

(A) Geht ein Kreis den Punkt y hindurch, so folgt 

(1) 0 = (a,) = (ft>)-(f*)(W) 

Oder 

(2) (^) = (£?)(W) 

Oder 

( 3 ) (ci x)7 = 

Oder 

COS 2 0 — COS* 0 , 

wo 0 der Winkel zwischen c und i), 0 der zwischen 9 und t) ist. 
Nehmen wir 

co*) [* = 1> 2] 
anstatt t) in (1), so folgt 

(4) (£ a#) = (£?)(?<«&) 


(lj BLASCHKE, W.: Vorlesungen aber Differentialgeo. I. Dritte Auflage, S. 18. 
(2) BLASCHKE, a. a. O., S. 16. 
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und 

( 5 ) (c = (c?) ( 3 f ( 2 >t)) ; 
daraus ergeben sich 

( 6 ) (c <,&) : (c C2 ^) = 0? cot)) : Oy (o')) 

( 7 ) (c ot)) (£ ( »tj) = 0? (,)>}) «$) 

und 

( 8 ) (c co')) (’J c*$) = 0 ? col)) (c ( 2 ) Q) 

Oder 

( 60 cos 0 , : cos 0 2 = cos 0 , cos 0 2 , 

( 7 ' ) cos 0 i cos 0 2 = cos 0 , cos 02 , 

( 8 ' ) cos 0 , cos 0 2 — cos 0 , cos 0 2 , 

wo 0, der Winkel zwischen c und 0 2 der zwischen c und C2 )>), 0i 
der zwischen 15 und (1) \) und zuletzt 0 S der zwischen y und C:> \) ist. 

(B) Sind x, l; und 3 drei Beriihrungspunkte von c, r t ; C. c bzw. 
rj, C, so ist gultig 


( 1 ) 


gilt 


(2) 

in ( 1 ), so 


(3) 


« = S - (f?) 5 » = 1 . 

b) — : - (cO c , (:?/ = 1 , 

*S = 9 - OfC) C » = 1* 

X - t) = t) - 3 = 3 - X 

£ - C - ((£?) ? - (Cf) c } 

' =:-v- (Cc )e-(7c)c> 

= rj - t - (0?C)C ~ 


Geht ein Kreis 9 die Punkte j, und 5 hindurch, so ist gultig 
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/(^) = (£ 7 X 75 ), (£ 7 / = 1 , 

(4) 1(G)) -(:*)(€*), Cf/-1, 

M75) = (VZ) (C9) . O?') 2 = 1 , 

oder 

(5) (cV = (?»)*, (Gtf = W, W = (G)A 

oder 


( 6 ) (^) 3 = (w7 = (G>7- 

Wenn (ct>)* = = (C9)* = 1 , so beriihren sich 5 $, y und C. 

Aus (6) kann man wissen, dasz, wenn 


(7) 5j_e, 

so 

( 8 ) 5-17, 5 _L C , 

wenn 

(9 ) 5 ±7, 

so 

(10) 5J_e, 5 ±c, 

wenn 

(ID i) _L C , 

so 

(12) 5±e, 5±7. 

folgt. 

Wenn 5 ein Punkt ist und 

(13) (W) = (W)“(85), 
gilt, so erhalten wir 

(14) m = m(w). = 


oder 
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(15) 

(c 9) 2 = (W) s . (0}/ = (J}S7, (w)* = 

Oder 


(16) 

(^)* = (W/ = 0)CA 

Aus (16) sieht man, dasz, wenn 

(17) 

ftf) = 1 . 

Oder 


(18) 

(W) = 1 , 

oder 


(19) 

(i>:) “ i , 

so 


(20) 

(V^)' = (W/ = (bC)"' = i • 

sich ergibt. 


Gilt 


(21) 

b.J.c, b J_ , bj.; 

in ( 1 ), so haben wir 


r(bs) = - (ci?) (5jb) , (q?, s = 1 , 

(22) 

W= - (cCKcte;, (c:/ = l, 


Mb*) = - (j;C)(Cb) , 0;C * = 1 , 

Oder 


(23) 

(by.) 2 = fab) 2 , (to)/ = (cb/, (b 5 / = 


wo b ein Kreis ist. 

Betrachten wir weiter 


Cl)S “ Cl)^ ~ (ci)f (3)0 t2)^ > 
C2)S “ (2)^ ~ ((2)^ (a)£) Cs)£ > 


( 24 ) 


" (n-l)£ (c*-1)£ C nfi) (n;*> 

ooX ~ (»)? (oO^ Cl)£) Cl>^ 

^ 1 > Cl A/ ^ 1 > 
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wo Kugeln in R„ , C «S Beriihrungspunkte sind, so ergibt sich 


(25) 


' U) <oS ) — (ty c«0 ~ (co» <s>£) 0) t 
(b <2>S) = (9 (2)0 — (( 2 )f (3)0 (ty (s)O » 


l (>} CoS) = (b CO?) - («Q? <1)0 (i) (1)0 , 

oder 

(26) ft coS) = 0 , [t = 1, 2, ... , w] , 
wo die Kugel 1} in R„ ist, die auf (0 c senkrecht ist. 
Aus (26) erhalten wir den folgenden 
Satz : Wenn 


9-LcoO [* = 1, 2, ..., «], 


so liegen C oS auf 

Wenn umgekehrt w t auf \) liegen, so haben wir aus (25): 
I fo Cl>0 = (ci)f«)C ) (t) t2) 0 , 

I (b ( 2)0 = (c 2 ) 0 s )0 (b < 3)0 1 


(27) { 


I (y <n)0 — (ooOl)O (ty (1)0 > 

HOO+ 1 / = 1 , (cnAJf — 1 » 


oder 


( 28 ) 


(Ucd0 2 = (9c2)0 ! , 
(9 ( 2 ) 0 * = (9 ( 8 ) 0*1 


U9c»)0 s = 0?co0‘ 
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Oder 


( 29 ) (9 <»£)* = (9 cs >£/ = •• • = 0) C »)C f. 

Daraus kann man wissen, dasz 

(30 ) cos* 0, = cos* 0s = ... = cos 2 0„ 

gilt, wo 0j der Winkel zwischen 9 und co c ist. 

BerQhrt die Kugel 9 jede (i >c, so folgt aus (24) 


( (9 CD?) — 1 ± ((,)Ccs)C) , 


(9 («S) — 1 ^ (<2>'(S)') > 


(31) 


V 0) <*>X) — 1 ± (cn)'CD' ) ■» 


daraus ergibt sich 

(32) (9coX) = 0, 

oder 

(33) (9 cot.) = 2 . 

In dem Falle (32) liegen C oK auf dea 9. 
Wenn 

XV XV 

(34) cos 0 = 9, c , cos </’ — 9, r t 
in (A) gelten, so folgt aus (A) 

( 35) (9S) = cos 0 - (c i) cos 0 , 

wo 9 ein Kreis in R 2 ist. 

Wenn 

(36) cos0 ( = 9,cof. [t = 1, 2, »1 

in (24) gilt, so kommen aus (24) : 
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’ (9 Cl)?.) = COS 0i ({, A>£) COS 0 S , 

(9 c 8>£) = cos 0. - cos 0 4 , 

(37) « 

0} («-oS) = cos 0„.) - (c»- n f c „>£) COS 0„ , 
, (9 cos) = COS 0„ - (c„)C Cl) c) COS 0, , 
wo \) eine Kugel in R„ ist. 

Aus (A) folgt 

(38) S ' = £'-(£'?) ?, 

wenn 7 konstant ist. 

So ergibt sich 

(39) S = e-(f7b, 

wo 

(j = jcosa + s' sin «, 

(40) } 

(£ = £ cos a + c'sin « , 

gesetzt ist. 

Weiter folgt aus (A) 

(41) l + l" = ? + ?'-(* 4- c",*),. 

Hieraus ergibt sich 

( 42 ) s + r = o, 

wenn 

(43) e + r = 0 

gilt. 

Aus 
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und 

(45) x(a) = Ha) - ($(a)y(a)) y(a) 

E(a)E(<H 1/2) = (s (a) + 1/2)) 

- (Ha + 1/2) y (a + 1/2)) (S(a)y(a + 1/2)) 

(46) 

-(Ha) Via)) (via) Ha +1/2)) 

' + (Z(a)y(a))(Z(a + l/2)y(a+ l/2))(y(a) y (a+ //2)), 

wo j eine Eilinie E in R 2 , / den Umfang von E bezeichnet. 

Wenn E ein Kreis ist, so ergibt sich 

(47) 

✓const = (Ha) c (a +1/2)) — (Ha +1/2) y (a+l/2)> (Ha)y (a+l/2)) 

< — (c (a)y(a)) (y (a) Ha + 1/2)) 

i + (Ha)y(a)) (Ha + 1/2) y (a + 1/2)) (y (a)y(a + 1/2)). 

(C) Wenn beide \) = 2(zy) r /-E und (A) in (4) gleichzeitig 
bestehen, so folgt 

( 1 ) 2 J + 1 ) = H 

wo (H'f = 1 ist. 

Aus (1) sieht man, dasz (1) giiltig ist, und l) und c in jc einander 
beruhren. 

S in 


(2) 

E = (H)y ~ (??)£. 

(*?) + ! , 

(3) 

e = (m) £ - (H) r ) , 

(H) = 4 = l , 

(4) 

E = (H) S + (?$) c . 

(Hr = i 

(5) 

E = 0? 5 ?) f + (f7) 7 . 

(fr?) 2 = l 

bezeichnen Kreise in R s und c, y 

Kreise in R,. 

Aus (2) folgt 


(6) 

w 

II 

o 



Aus (3) ergibt sich 
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(7) (w)«0. 

Aus (4) kommt 

(8) ( S £) = 2(£c )(S 7 ), 

Oder 

(9) cw) = (ef)(w) + i; 

daraus sieht man, dasz £ einen Winkel zwischen £ und y bildet. 

(D) Wenn ein Kreis c die zwei Kreise 7 , ' in den Punkten b 
bzw. b beriihrt, so folgt 

(b = 7 - $ ; (?£)* = 1 , 

(!) L 

(b -f-(ec)c, (c:)* = i. 

Setzt man b, b in ( 1 ) anstatt b, b in Thomsens Arbeit CI) , so ergibt 

sich 

(*.. = - c + c {13 - (*f) f} + c <c - (fc) 0, 

(2) _ - - _ . 

Die Ableitungen dieser Kreise konnen wir wie oben aus ihnen 
selbst linear kombinieren. 

(E) Es seien p, £ zwei Kugeln in R„ , und p und 5 zwei Punkte 
in R„ . 

Liegen p auf einer Kugel p — £ , so haben wir 

( 1 ) (p-£)p = 0 , p* = 0 . 

Liegen 5 auf einer Kugel p — £ , so folgen 

(2) (P - EJ 5 — 0 , 5 * = 0. 

Liegen p, 5 auf £* , so folgen 

(3) £( P — 0 , £(5 = 0. 

Da 

(1) THOMSEN, G.: fiber konforme Geo.: Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ., IV Bd. (1926), S. 127. 
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(4) 1 =#£* + <?* I? , 1)5 = 1. b = hl d tt' 

gelten a) . 

Wenn p und s einander in t) beriihren, so entsteht 
( 5 ) t) = p - (pjc) s , (pi? = 1 ; 
daraus sieht man, dasz 

(6) 1), = pfs* + q, {*> - (t>£) K> 

gilt. 

(F) Aus (A) folgen 

( 1 ) (SS) = 0 , (jc) = 0 , (w) = 0 ; 

daraus sieht man, dasz zwei Kreise c und j; in s einander beriihren. 
Wenn r t ein fester Kreis ist, so folgt aus (A) 

(2) S = - c + (cJf) , (c?) 1 = 1 , 

Oder 

(3) Cks) =- -(h) 

Oder 

(4) 0 =- - (ce) + (c !})(??). 

(G) Ist l) ein Kreis in R, , so folgt aus (A) 

( 1 ) (si;) - (cl;) - (ci?)(t;>y) , (c$) s = 1 

Oder 

( 2 ) (sh) = COS0 - (c-f) , 
wenn l; und r t einander beriihren. 

A 

Da 0 = l;, c ist. 

(H) Aus (A) folgt 

( 1 1 (S')) = (fU) - (c?) (i) 1 ?) , (c$)- = 1 

Oder 

ll) BLASCHKE, W. : Ober die Geo. von LAGUERRE, Abh. aus dem Math. Seminar 
der Hamb. Univ., Ill Bd. S. 181. 
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( 2 ) (S9) = 1 - (£$) cos <!> , 

wo ^ = h, t} ist. Da die Kreise tj und c einander beriihren. 

( I ) Sind £, b und 5 drei Beriibrungspunkte der Kreise £, r t ; jy, 
Z bzw. C- c in R, , so folgt 



fS = £ - (6f) 9 , 

(W = 1 , 

(1) 

Kr 

W 

1 

ii 

(vCf = 1 , 


'8 = C-(C*)f, 

m = 1 . 


Liegen drei Punkte j, b und 5 auf jedem der drei Kreise (0 t>, C2) t> 
und Ca ,b, so folgen 

( 2 ) (cob s) — 0 , (c»)b 1)) = 0 , ( (a >to 5) = 0 , 

oder 

1 (cob £) = (£?) (cob r i ) , 

(c«b rj) = (,;) ( C2) b C) , 

(c3>bC) = (C?)(cobc), 

Oder 

! (<ob c/ = (cob ;y) 2 , 

(c 2 )b 5?)* = (cob C/ . 

(cs)b C/ — (c3)b c)‘ . 

Aus (4) sieht man, dasz 

! cos' (1 ,v> = cos 2 co 0 , 

COS* f «0 = COS* , 

COS‘ C3 / = COS 2 ( 3 )^ 

giiltig ist, wo ( t rf der Winkel zwischen cob und £, ( o0 der zwischen 
cob und yj, 3$ der zwischen c 2) b und 7, Cs / der zwischen (2 )b und Z, 
0^ der zwischen C s>b und Z, w? der zwischen (> )b und c ist. 

Aus (1) folgt 

( 6 ) ft?) = (pf) - (fc?) (ft) , 
wo )) ein Punkt in R* ist. 
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1st der Abstand zwischen p und e konstant, so kommt aus (6) 

( 7 ) const. + (csj) (p i) = (pc) . 

( J ) Es seien vier Kreise (n c , (2) c , (3) c und y in R s gegeben, wo 
u5 r der Beriihrungspunkt zwischen und rj, cw r der zwischen (2 ,c und 
r h C;t) r der zwischen und r h (1) p der zwischen fn c und ( ,-,c, C 2 >P der 


zwischen C j>f 

und (3) f ist. 

So ergibt sich 



(1$ = Cl)f 

- (a, A/) V , 

(co?V = 1 , 


<2>^ = C 2)' 

~ (cs>Y V , 

(c ~ 1 > 

(1 ) 

^ f3)X ~ C3)' 

~ (cs)Y 7 , 

(c = 1 , 


Cl# = Cl)£ 

~ (coCcjjf) C2)C i 

((1)^(4;*/ ~ 1 > 


(2# = C:i>C 

(<2>^C3)”) C3>» > 

(c2)Hs; c f % = 1 J 


daraus ergibt sich 

fcoE — coP = (o) f C 2 ) f ) c:)» ( ci)'^ ) 7 t > 

( 2 ) 

US)E ~ Ct)P — (c!)f(3J^) C»> < * ((2)' 1 / ) 5 • 

Mit (2) kann man die Lange zwischen coEcnP und (2) Eo»p geben. 
Aus 

(3) r = c - (V) r 

und 

( 4 ) e" = c - (Y) V* 

folgt 

(5) (eY) = (Y)(Y)0?V)-i 

Oder 

A M = (Y)(Y)« e|1 ~ 1, 
wo 

( 6 ) (eY) = A* 1 * , (eY) = S” • 

gelten 

(7) (pcoJ) = 0, [i=l,2,...] 
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in 

( 8 ) coS = co? — (vAifl) ufl > [t = 1, 2, •••] > 
so folgt 

( 9 ) (co^y/ = • 

Wenn 

do) («A) = o 

in (9), so haben wir 

(11) ( C1) ^) = 0 . 

Wenn ein Kreis t) durch die drei Punkte (U J , , csA geht, so folgt 

(12) («A7 = (W)* . 
wo 

(13) coE = (ijf — ) -7 , (c<A)‘ = 1 

gelten. 

Aus (13) sieht man, dasz 

(14) tp-Jj 

gilt. 

Im allgemeinen ist gultig 

•fur 

(15) (a^Y = (w) ! , [* = 1, 2, 3, 4, 5, ...) , 

wo co £, tj Kfeise in R, sind. C oS , cs)S und (3) j bezeichnen drei Punkte 
auf R, . 

(K) Es seien drei Kreise ?, rj und C in Rj gegeben, wo j der 
Beruhrungspunkt von £ und 7, 15 der von £ und C, 8 der von 7 und 
C ist, so folgt 



* = £ - (67) 7 . 

w = i. 

( 1 ) 

■* = f-(*C)C. 

(ec) 2 = 1 , 


8 = 7- (’JC)C. 

0 JC)* = 1 . 
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1 st </> ein Kreis, der durch die Punkte 9, jc und 5 geht, so folgen 

(2) W) = 0, fe'-) = 0 , = 0 

oder 

( 3 ) (cv A ) = (fy) (4'rj), (cp) = (cO c^c), w) = o?o (v' 1 ;) 

Oder 

( 4 ) (cy'>)' = (r,4'f, (c/v* = (C/’A (#)* = (ZPf 

d. h. 

( 5 ) m = w; = cvV. 

( 5 ) tsf MMsre Bedingung. 

Wenn drei Punkte j, l) und 5 auf einer Gerade liegen, so folgt 
( 6 ) a {c - (cay) 5f) + b {? - (cC) 0 + c {? - 0f£) C> = 0 , 
wo a und b skalare GrOszen sind. 

» 

(L) Wenn % der Beriihrungspunkt zweier Kreise c und 5 in R. , 
so folgt 

( 1 ) s = c - (cjy) 5 , wo (cif)- = 1 . 

Wenn ein Kreis C die drei Punkte t) und 5 hindurchgeht, so 
folgen 

(2) 0 = (Cs) = (;c)-(c$)C?), C9) = 0, Cc) = 0; 

daraus ergeben sich 

( 3 ) C13) = 0 , (Cj) = 0 , Cc/ = (0?A 

( 3 ) ist unsre Bedingung. 

Aus 

( 4 ) s = c - (c co 1 ?) co7 , (? co?)‘ = 1 , [» = 1. 2, •••], 

folgt 

( 5 ) (C?) = (S(o 9 )(Cco?) 

oder 

(6) (c?/ = (Cc.#) 5 ; 
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daraus ergibt sich 

( 7 ) cos* — const. , 

A 

wenn 5 , C und c gegeben sind. Da w <p = C, mV • 

1st ein Kreis C auf zwei Kreise c und ij in (1) senkrecht, so 
folgen 

(8) (Cc) = 0 , (Cv) — 0 ; 

somit kommt aus ( 1 ) und ( 8 ) 

(9) (SC) = 0 , 
so folgt der 

Satz : Wenn ein Kreis C auf c und y senkrecht ist, so geht C 
durch den Punkt j . 

Sind 

do) (c*) = i, Cv) = 0 

so erhalten wir 

(11) CSC) = 1 • 

Sind 

(12) (tf) = 0, (C?) = l, 

so haben wir 

(13) (sc/ = 1 ; 

so folgt der 

Satz : Wew» C cm/ 7 senkrecht ist und C, c s/c/z beriihren, so be- 
steht (11). 

Wenn c ««/ c senkrecht ist und C. 7 / szc/z beriihren, so folgt (13), 
da $ ««d 7 zm ( 1 ) stehen. 

(M) Gelten 

( 1 ) i = £-(£v)v, ( 6 ?)* = 1 


und 


( 2 ) 


l + di = '{£ + dc} - (6 + dc, 7 + dfj) {y + d?}, 
(f + dE,y + dy)* = 1 
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zugleich, so folgt 

(dl + (i ldi)rj + (Sdq)q + (dsdq) q + ( zq) dq 
l + (qdz) dq + (idq) dq + (dzdq) dq = 0 . 


( 3 ) 


da 


£{( qdz ) + (zdq) + (dzdq)} <2 (C q) + ( qd c) + (C dq) 

( +(d'dq))=0. 

Wenn 

( 5 ) (d'dq) = 1 

in (3), (4) gelten, so ergeben sich aus (3), (4 : 

+ (qdz)q + {zdq)q + q + (c q) dq 

(6) 

( + {qdz) dq + (zdq) dq + dq — 0 , 

( 7 ) {{qdz) + (c dq) + 1} {2 (fij) + (qdz) + (zdq) + 1} = 0 . 
( N ) Gelten 

( 1 ) <I,S(2)S = , 1 > 1 3 ,s = <i = — = r„)S7,E 

in 

(i>5 = d)5 — (co'dl^d > (ci)C(r = 1 . 

(2) 5 = (3)' ((2>^(2)7) (2)7 > ((2)£(J)7^ ! ~ 1 > 

(3) 5 = (3)^ ~ ((3)' (3)7) (3)7 > ((3) c (8)7/ ~ 1 J 

t 2 ) ‘ 


W»>S “ ~ (o»>*(«tf)c »> r J y (c»i>C nfl * ~ 1 > 

so ergeben sich 

{ (co^o+i £) ~ (co?co?)( Ct+l2 f(.)7) - ( / M *w + l <tfiu 1 

— (in-i,£(ti-a,£) («fi hitf) (i%hiS t fi jy) 

((t+zSd+Z) 7 ?) (u + 1 ^(.ihafl) y 

( 4 ) ('ifiii) 7 ]* = 1 9 (c<+lA*M)^/ 2=2 1 y 0 <+ 2 )£ch -2 = 1 , 
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( 5 ) (» i ? — i (m+1,7 CD 5 ? , [* = 1, 2, 3, • ••, ** 1] . 

Wenn 

( 6 ) (co^co7) = ^ » (< 4 +i 7) = 1 > («+2.f(.<t5 7) = 1 

in (4) gultig sind, so folgt aus (3) 

( (<»> — (t<+i £(*)7) (ciA« n 7) 

(7 ) j 

( — (u+o?</+2,£) (ci+2,£c 4 +i,7) C*+j,7o+s)7) • 

(0) Gelten 

(1) s + djc = (6 + dc} - ({£ + dc),7)7. (? + dc, 7/ - 1 , 

und 

(2) S = f-(f7)7, (^7/ = 1 » 

so folgt 

( 3 ) dj = dc - (dr, 5) 7 , 
wo 

( 4 ) (dc>y) = 0 

oder 

(5) (dc?)= -2(6j). 

Aus (3) und (4) kommt 
( 6 ) dfi = dc , 

Aus (3) und (5) bekommt man 

(7) dg = d£ + 2 ($*)?. 

Nehmen wir drei Punkte 

(8) C4)S [* = 1,2,3] 

auf einem festen Kreis 7 an, so erhalt man 

( 9 ) coS = co? - («>?7) 7 , [*' = 1. 2, 3] ; 

daraus kann man <** und F in meiner Formel co 


(1) NAKAZIMA, S.: Some Inequalities between the Fundamental Quantities of the 
Triangle, T6hoku Math. Journ. 25 (1925), p. 119. 
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(10) 2d 2 _10 i - - 4 -_rF 

O v 3 

berechnen. 

Betrachten wir zwei Punkte C oS und <,>5 , so folgt 

( 11 ) /* = (f c«7) (£ cs>?) (co’fcs) 5 ?) ~ 1 , 

WO 

(12) coS = f (c to7)co7 * C 2 )S = c — (c c«) , f)c 2 ^ 

sind. Da 

(13) /* = (c, >&»S) 

gesetzt ist. 

(P) Gelten 



(1 ) 

= 2 (5 c) c - 5 

und 

( 2 ) 

t} + dtj = 2 (3, c + dc ) (c + <fc) - 5 , 

so folgt 



(3) 

dij = 2 (5 tic) c + 2 (5 ?) rfc + 2 (jdc)dc . 

Aus 



(4) 

D‘ = 2 (s*c) c - j* , [« = I, II] 

und 

(5 ) 

t,’ = 2 (^)c-^ [,3 = 1,11] 

folgt 

( 6 ) 

foV) = (iV) 

Oder 

(7) 

A*" = a 8 '’ 

% 

wo 

( 8 ) 

A«» = (i,V), «*'-( 8 V) 

gesetzt sind. 




44 


Sozi Matumura 


(Q) Setzen wir 

( 1 ) £ = a + ea 

in 

(2) S- *-(£*)* 

ein, wo e der Rechenregel 
( 3 ) ®* = 0 

genugt, und erhalten einen dual-komplexen Oder kurz dualen Vektor 

c, wo c, a, a und f) Kreise in R, sind. 

Aus (1), (2) kann man haben : 

( 4 ) £ = {« + («> J.) 5f} + £ {“ + (“?) • 

Wenn a, £, « in (1) Kreise in R. sind, so folgt 

( 5 ) ~ {a + ea} 2 = «* + 2ea« = l; 

daraus ergibt sich 

( 6 ) aa — 0, 

d. h. miissen « und a aufeinander senkrecht sein. 

Weiter setzen wir 

( 7 ) r t = a + ea 

in 

(8) = 

ein, so folgt aus (7), (8) 

( 9 ) £ = (£«) + s {(£ a) a + (ca) a «} . 

(R) Gelten 

( 1 ) £ + d£ = £ - (£, 7 + dy) {7 + d)f>, (£, ? + d?)* = 1 

und 

(2) £=?-(^)‘?, (6*7 = 1 

zugleich, so folgt 
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( 3 ) di + {zdrj ) 55 + (fry) dy + (Sdr,) dy = 0 , 
wo 

( 4 ) (? drj) {(zdrj) + 2 (c^)> = 0 

ist. 

Aus (4) folgt 

( 5 ) (c dr;) = 0 

oder 

( 6 ) (tay) = - 2 (C!f) . 

Aus (3) und (5) ergibt sich 


(7) dl + (Srj)drj = 0. 
Aus (3) und (6 folgt 


(8) 

dl — 2 (fjy) r, + (zrj) dr, - 2 (c r,) dr, — 0 

Oder 


(9) 

dl. — 2 (fy) r, - {Sr,) dr, = 0 . 

(S.i Aus 


(1) 

rH 

II 

SV 

1 

11 

und 


(2 ) 

(2^S ■“ C?)^ ~ (csl'CS) 7 /) (2# » (c2)£(2#/ ~ 1 

kommt 


(3) 

(ci>£c 2 >E) ~ ~ (co^coT/) “ (cs^art) » 

wenn 

C(co^(2)^) ~ 0 > (arturt) ~ 0 » 

(4) 

l(csA 1)7 ) ~ 1 > (ctAstf) ~ 1 

gilt, so folgt 


(5) 

(ci)S( 2 )j) = ~ + ((sAitf)) l 

daraus sieht 

man, dasz (ciAnf) und (ctAsrf) den folgenden 
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nehmen : 


(6) 

V 

<5 

II 

1 

(C2)^C2)^) — 1 l 

(7) 

r\ 

II 

»-» 

(C2)^C2)^) ~ ~ 1 

(8) 

(co^co) — ~ 1 > 

(C2>^C2)^) == 1 > 


wenn der Abstand zwischen ( o5 und reell ist. 

Weiter folgt aus Cl) und (2) 

( 9 ) (oXcijS) = 2 — (uAoV) - (uA i>n) , 

wenn 

fCco^ci) 3 ? = 1 > (c = 1 > 

d°) ] 

UuAsA — 1 > (co7c»7) — l 

gilt; daraus sieht man, dasz sich 

(11) (aAvV) + (oAlrt) == 2 

ergibt, wenn der Abstand zwischen C oS und C s>S Null gleich ist. 
Aus 

S = <o£ - (cof?) 7 , [*' = 1, 2] 

folgt 

(12) (Sh)=-(c ofy)(W) 

Oder 

(13) (p)f = ( W / 

wenn 

(14) h .i 

gilt, wo h ein Kreis in R* ist. 

Aus 

(15) ci >S — cof — (<0^7) 7 > [* = 1. 2] 

folgt 


< 16) (<.&«£) = (co?7) (c*^7) 
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wenn 


( 17 ) 

o 

II 

SI 

ill 

(T) Aus 

(1 ) 

E = c - (q?) 7 

und 

(2) 

h = 2 (8 c) c - 5 

folgt 

( 3 ) 

X* 

1 

n? 

1 

II 

J-C 

wenn 


( 4 ) 

W = 1 


gelten, wo i) in f 2 ) den Inversepunkt und jc in ( 1 ) den Beriihrungspunkt 
bezeichnet. Da c und $ Kreise in R, sind. V\ '(jij) beziechnet den 
Abstand zwischen zwei Punkten j und i) . 

Aus (3) sieht man, dasz, wenn 

(??) = 1 , 
so 

( 5 ) (&)) = - (c }) - (r, 5 ) , 

Oder 

(6) (cj) + (57)^0 

folgt. 

Wir betrachten 

(7) i = {(c?)c - $}, = 

Es folgen 

( 8 ) (S s) = 0 , (Pj) = 0 , (n) = 0 ; 

daran erkennt man, dasz j der Beriihrungspunkt zweier Kreise c und 
r, in R. ist. 

Von 



48 


Sozi Matumura 


( 9 ) S = £ - (£7) 7 . = 1 

gilt d£is gleiche. 

Aus (7) und (9) folgt 

(10) CSS) = 0 

d. h. 

(11) E^s; 

daraus sieht man, dasz j nicht anders als j ist. 

Wenn e auf einem Kreise 1 } in R 2 liegt, so folgt 

(12) 0 = ($)) = (£7) (£l>) - (7$) , 

Oder 

(13) (??)(&)) = OjQ) 

d. h. 

(14) (c9) , = (^)*. 

Aus 

(15) E = (£7) c - 7 , (?3f)' = l 

und 

(16) E-=^-(^)7, (^) 2 = 1 

ergibt sich 

(17) (E i) “ /* = (c 7) (&) - (*7) - ($ 7) (c?) (c?) + (f 7 ) (77) , 

wo / die Lange zwischen zwei Punkten e und e ist. 

Aus (17) folgt 

(is) r~2-(fj)-(h) 

wenn 

(19) m = 1 , (77) = 1. (^ 7) = 1 » (^7) = 1 

gilt. 

Aus (18) ergibt sich' 

( 20 ) (£ 7 )+ (£ 7)^2 
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wenn 

( 21 ) 0 
ist. 

Liegen drei Punkte 

! o)S = co f — O) 5 ? > (c tfitoV? = 1 > 

C2)S = cs>£ — (csj^cs) 5 ?) C2) 1 ? > (tn'cr/i )* = 1 > 

C3)S = (csAtf) c>£ “ (a;? , = 1 

auf einem Kreis g, so folgen 

((ciAitf) (<iA) = (c»W) , (co&j) = (cwfcjtf) (am ) , 

(23) ] 

(c»A) = (<3^) . 

(23) ist unsre Bedingung. 

Aus 

(24) r.‘ = c‘ - (c l ?) r t 

und 

(25) = f’ -(*»*)* 

folgt 

(26) /•'=(jfY) = A“ |, -(c“ 7 )(c' , i?) 

wo 

(27) A‘ J = (e‘f), /* = (j« S ") 

gesetzt sind. Da e* und 7 Kugeln in R s sind. 

(U) Es gilt 

( 1 ) (eg) = (?) i) (i?g) , 

wenn ein Punkt j in s=c— (£>j) auf einem Kreis g liegt. 

Nnn setzen wir 

( 2 ) g + n 

anstatt g in ( 1 ), so folgt 

(3) (£,g + n)~ + rs).- 
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wo (2) sich in j beriihrende Kreise bedeuten, da r ergeben sich 
Wenn (3) fur jeden Wert von r gilt, so entstehen 

( 4 ) (ft?) = (f?) Oyt,) , (X?) = (£?) (S’?) , 

wo 

(^) 8 = 1 • 

Aus (4) ergeben sich 

( 5 ) (ft,)* = (*t,) 2 , ( S f ) 2 = (pif. 

(5) ist unsre Bedingung. 

(5') ist nicht anders als 
( 6 ) cos 2 <f — cos 2 4 ’ , 

wo <p der Winkel zwischen f und </' der zwischen ij und t, ist. 

Aus 

( 7 ) X = f - (f 55)7 

und 

( 8 ) t, = 2 (jf ) f - s 

folgt 

(9) t, = - s, 

so kann man wissen, dasz der inverse Punkt in bezug auf f — £ ist. 
Wir betrachten 

(10) x = f-(f?)?, (&?)* = 1, 

wo f und 7 Kreise in R 2 , 5 ein Punkt in R s ist. 

Ist t, ein Kreis in R s , so folgt 

(11) (st,) = (ft,)-(f?)(w). 

Aus (11) sieht man, dasz x auf b liegt, wenn 

(12) fit,, . V ; t, 

sind. 

Wenn (13) (t,f) = 1 , t, 1 . V , so folgt 
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Weiter gilt (jij)* = 1 , wenn 

(14) (t)?) = l, 

Liegt j auf dem Kreis t), so folgt aus ( 7 ) 

(15) o = 03 £) = (fy) - (^) (m ) ; 


daraus ergibt sich 

(16) 

(eg) 2 - (Wf = 0 

Oder 

(17) 

[(ct)) + (!)$)] [(ci)) - (l)?)] = 0 

oder 

(18) 

[cos <f + COS $?’] [cos <f — cos '/'] = 0 

Aus (18) 

haben wir 

(19) 

cos <f — cos 

wenn 

(20) 

cos if + cos f 4- 0 , 

wo 

(21) 

f , >) = v , <r 

gesetzt ist. 

Gilt 

(22) 

(s-f -(«!)•! 

so folgt 

(23) 

1 = c - (£ 1 ) 1 ) , 

c - c = (£?)? - (c?h 

Oder 

(24) 

Ok) - (t)f ) = (fry) ($ 7 ) - (? 5) (W) , 


wo l) ein Kreis in R, ist. 

Aus (24) sieht man, dasz, wenn 
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(25) 

(90 = 0, (90 = 0, (97) = 0, 

so 


(26) 

9 JL7 

folgt, wenn 


(27) 

m - 1 , (90 = i , 

so 


(28) 

(£7)* = (97 )* , 

wenn 


(29) 

(90 = 1, (90 = 0, (97) = o. 

so 


(30) 

(97) 1 = 1 

wenn 


(31) 

(97) = 0 = (97) , 

so 


(32) 

(90 = (90 

Oder 


(33) 

cos <p = cos 

wo 


(34) 

<P = 9?0 ^ = 9, 

ist. 


Gilt 


(35) 

J9 = 2 (5 o e - 5 
| = 2 (s 0 £ 8 > 

so folgt 


(36) 

2( 5 Of-2(80f=8-5; 

daraus ergibt sich 
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(37) 

2 (a £)(*£) — 2 (s £)($£) = 

wo £, £, 8, 8» 

l), l) Kreise in Rj sind. 

Aus (37) sieht man, dasz 

(38) 

(b 8) = 0 

gilt, wenn 


(39) 

O 

II 

II 

Hi* 

II 

w 

sind. 


Wenn 


(40) 

(b 3) = (b s) . 

so 


(41) 

-u* 

ll 

4 L* 

Wenn 


(42) 

(1)£) = (b 5) = (1)£) => 0 , 

so 


(43) 

(b£) = 0 . 

Aus 


(44) 

b = 2(8£)£ - 8 

folgt 


(45) 

(bty) = 2 (8 £) (b£) — (s b) , 

wo b, i), £ ur 

>,f 8 Kreise in R 2 bedeuten. 


Aus (45) sieht man, dasz 

(1) Wenn 

(W)) = 0 , (t> j) = 0 

so folgt 

8 i. £ Oder b _l £ . 

(2) Wenn 

(t>b) = 1 , (8 b) = 0 , 
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so 

l = 2( 8 ?)(bv). 

(3) Wenn 

(tot)) = 0 , (5 b) = 1 , 

so 

2( 5 £)(»f) = l. 

(V ) Wir betrachten 

(1) s = -(£(*)*)*, 

wo t ein Parameter ist, so liegt £ in (1) immer auf einem Kreise r t 
in R., da 7 ein fester Kreis in R., ist. 

Man hat fur die Bogenlange des Kreises 

( 2 ) S (t) = £ i/(s7 dr = £ dr . 

Es sei 

( 3 ) £ = £ (s) mit £* = 1 

ein Kreis, so folgt^ 

( 4 ) k = (j, £) , 

wo k die Kriimmung von r t bezeichnet ; so haben wir die Relation 
( 5 ) (£,£) = const, 

aus unsrem Kreise r, . 

Sind £ die Schnittpunkte zweier Kreise y und r t , so folgt 

(6) £ = f - (ciy):? = £ -(Zy)y, 

oder 

(7) £-(^)? = £- 

Sind £ und jj in (1) Kugeln, so bezeichnet £(f) in (1) eine Raum- 
kurve. 

(1) BlERBACH, L.: Differenfialgeometrie, Leipzig und Berlin, (1932), S. 7. 



BeitrAge zur Geometrie der Krefse und Kugeln (XXXI) 55 


1st 


(8 > (-f-f-)- 0 ' 

so ist g die Minimallinie ; somit folgt aus (8) 


(9) 


( 


Oder 


dc 

dc > 

1-2/ ,V=/ 

t djc 

dx. 

dt 

dt ) 

1 \ dt 7 ' 

v dt 

dt 

dc 





dt 

y < 

V dt ). 




), 


(10) ist die Bedingung dafur, dasz r eine Minimallinie ist. 

Wir -betrachten 

(11) ]C(0 = c (t) - (c (t)r,) y, , 

wo f, Kugeln im R, sind ; j (t) in (11) bezeichnet eine Raumkurve, 
die auf einer festen Kugel r, liegt. 

Aus (11) kommt 

_ 1 c - (?',)-/; '■* 

' {? - x {? - (zVl) ! 


(12! 




It. X J 


wo p den Krummungsradius von i; it) bedeutet. 
Weiter ist die Gleichung der Schmiegebene 


(13 1 i S) = 0 


Oder 


fo - - (£j)= 5>, r - (?//)?, c - (**,)$] = 0. 

(14 ) \ = SUA = “ (* r /) r ‘> ' “ («$) ? -_(* '/) y /] 

* (t.x's) 2 [{c ~ (c^H) x (c - (c5f))f> ] 

ist die Gleichung der Windung von j (t) . 

(W) Wir betrachten 
(1) s (f) = c (<) - (c (0 ?) 7 

und 
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( 2 ) T t + n 

wo jc der Beriihrungspunkt von c und ist. Da c und ^ zwei Kreise 
in R, sind. 

Aus (1) und (2) ergibt sich 

t 1 ! + n. = y ! + r {c ( t ) - iHt)yf)rj) 

(3) < = r, + rt - r (c5f) ? 

( = {1 - r (£?)} + r? , 

wo r die Konstante ist. 

(X) Wir betrachten 

(1) S = *-(?*)*, (?*)* = 1. 

Wenn t) ein Kreis in Rj ist, der durch den Punkt jc geht, so folgt 

(2) 0 = (p)) = (cl)) - (?$)0 h) 

Oder 

(3) (&;) = (^)(l) r /) 

d. h. 

( 4 ) (s\)f = (Wf; 
daraus sieht man, dasz 

(5) (c,b + * r J = Of.b + hf 

gilt, d. h. wir kdnnen t) + anstatt ty in (4) annehmen kOnnen. 

(Y) Setzen wir 


(1) 

5 = £ + 

( 2 ) 

b = 2( 8 £) 


ein, so folgt 

= 2 (j + to, c) £ - {j + rb} 

= 2(s£K-S + r<2(b£)£-b) 
= S + rb , 
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da 

( 4 ) 1 = 2 (jc) c — s , b = 2 (be) £ - b 

gesetzt sind, wo t}, e, j, j; Kreise in R* und b, b Punkte in R, sind. 

Aus (3) sieht man, dasz die Inversion von j + rb in bezug auf c 
j + r b gleich ist, wo e und b Inversionen von j bzw. b in bezug auf 
? sind. Da r die Konstante ist. 

(Z) Setzen wir 

( 1 ) r < = */ + rt, e = e + r s E 
anstatt und ; in 

( 2 ) s - c — , 

so folgt 

(s = {-' - 1 - >'ii) - ({? + *•=£>, {? + nx.}) {? + r.r} 

(3) j 

( = C + r 2 x. - (74)0 - r,(7 /;)i, (c/,r = 1, 

wo 7 , y /t 7, Kreise in R ; und r, Konstanten sind. 

Wenn 

(4) (c/,)=l, 
so folgt aus ( 3 ) 

( 5 ) E — 7 + nx; — t, — r, x. 

Oder 

( 6 ) 0 = {c - $} + {r* - r, + 1} s . 


Im folgenden mochten wir 
(A) /, = cos « • 7 + sin a • 7 ' 

untersuchen fl) . 

vl) THOMSEN, G. : Ober konforme Geo. II, Hbh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ., IV Bd., S. 132. 
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(A) Wenn 


(1) 

a = const, 

so folgt aus (A) 

(2) 

r w _ cos a . jc>o + gin a • ; 

Wenn 


(3) 


so folgt 


(4) 


(B) Aus 

(A) kommt 

(1) 

W (c, a) = COS a • £' + sin a • £" - sin a • c + COS a • £' 

( = — sin a • $ + 2 cos a • c' + sin « • c" . 

Nun betrachten wir 

(2) 

C Of. a ) ~ r / cos a + 35 " sin a , 

so folgt 

f C Of. «) = cos 2 « : £ + sin a cos a • £' + 2 cos a sin a • £' 

(3) 

< — sin* a • c + sin* a • £" 


* = cos 2 a • c + ^ sin 2 a • £' + sin* « • £" , 

wenn a nicht konstant ist. 

(C) Wenn 

(1) 

a = const. , 

so folgt 


(2) 

r/ = t ' cos « + £" sin a ; 

daraus ergibt sich 

(3) 

C0?>°) = 7 cos a +J ? 7 sin a = £cos* a+£'sin2 a+^'skra 

Oder 


(4) 

C (£, 2 a) = £ cos 2 a + £' sin 2 a 

wenn 



(5) 

daratls folgt 

( 6 ) 


C0?,«) = C(£,2 a). 



UBER FLACHEN UND KURVEN (XXI) : 

Einige Bemerkungen iiber Flachen und Kurven 

Sozi Matumura 

f Accepted for publication, April 17, 1939.) 


Im folgenden mdchten wir iiber Kurven und Flachen einige Be- 
merkungen machen. 


( 1 ) 

Whittemork' 1 ' untersucht genauer einen von Osgood (I) eingefiihr- 
ten neuen Begriff von einer Kurve auf einer Flache, namlich den Quoti- 
enten aus der Richtungsanderung der Ebene durch die Kurventan- 
gente und die Flachennormale einerseits und der Bogenlange der 
Kurve andererseits. 

Es wird gezeigt, dasz das Quadrat des fraglichen Limes gleich 
der Summe der Quadrate der geodatischen Kriimmung und der ge- 
odatischen Torsion ausfallt ; fur diesen Limes haben wir daher die 
Bezeichnung „totale geodatische Kriimmung“ vorgeschlagen. 

Nebenbei wird auch gezeigt, dasz die geodatische Torsion einer 
Kurve C gleich 

( 1 ) sin 0 • do ids 

ist, wo s und « die Bogenlangen von C und deren spharischem Bild 
r sind, wahrend 0 den Winkel zwischen C und / ’ bedeutet. 

Man kann (1) in die Form setzen 

( 2 ) 

tan <p • dp 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Japan, Vol. XXVI, 
No. 2, Mav, 1939.] 

(1) WHITTEMORE, J. K.: Total geodesic curvature and geodesic torsion, Ameriean 
Math. Soc. Bull., 29, (1923), p. 51. 

(2) Trans. American Math. Soc. (1922), 23, p. 240. 



60 


Sozi Matumura 


WO fI) 


tan <p 


dp_ 
ds ’ 


tan? = 


1 dp 
3 do ' 


( 2 ) 


Diskussion der Kurve an Hand der von F. Gomez Teixeira auf- 
gestellten Fundamentalgleichung^ 5 

( 1 ) r = k A + k/2 • cos 2 s/k , 

woraus man finden™ kann : 


( 2 ) tan <p = 


1 dp 


3 ds 


wo 

= Krummungsradius, 
r = Radiusvektor, 
s = Bogenlange, 
k — positive Lange, 

A = reelle Zahl 

sind. 


( 3 ) 


Wir betrachten die Kurven <4) 


(1) 


=4 


dp 

{(p/aT- 1}I 


ll) MATUMURA, S. : ttber einen affingeometrischen Satz und die Deviation ebener 
Kurven, T6hoku Math. Journ., Vol. 36 (1932), S. 189. 

(2) HOEL, O.: t)ber die EULERsche Kurve, deren Bogen sich durch Kreisbogen 
darsteflen lassen, Anais da Faculd^de de Sciencias do Porto, 15, p. 5. 

3) MATSUMURA, a. a. O., S. 191. 

'4) CesAro, E. : Sobre algunas notas de geometria infinitesimal, El progreso ma- 
tem&tico, IL, p. 212. 
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es gilt so 

<2) 

wo (f in moiner Arbeit c,) steht. 

( 4 ) 

Wenn die Koordinaten einer Flache jc (u.v) in R 3 der Differential- 
gleichung 

( 1 ) x„„ = a + b s, , [a — const. , b = const.) 

genii gen, so nehmen a und b die Gestalt an : 

(a - (E„G + E,F — 2 FF„} : 2 (EG - F 2 ) , 

( 2 ) \ 

lb -= (2 EF„ - EE, - FE„) : 2 (EG - F*) , 

denn 

(3j iE.-«E + 6F, 

(4) F„- *E„- aF + JG, 

wo E, F, G die Koeffizienten der ersten Grundform sind. 

Nun betrachten wir 

( 5 ) £ - * I ; 

es folgt 

(X„ * £+*£», £. = + ^£, , 

( 6 ) ] _ 

(£..,. - ha X + £., + £,. + 1 £«« , 

wo A skalare Grosse ist. Da 1 =1(«, v) gultig ist. 

Aus (1) und (6) ergibt sich 

( ^£<.,1 4” (2 " ~ a 1) £,t — b 1 £„ 

(7) 

( + (^„, - ah - M.) £ = 0 , 

1) MATUMURA, a. a. O., S. 189. 
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Oder 

( 8 ) 1 £„„ + (2 - ai) £„ - b l s„ = 0 , 

wenn 

( 9 ) — at„ — W„ = 0 

gilt. 

Weiter setzen wir 

( 10 ) S* = 1 oder £* = 0 , 
so folgen 

(11) £ £.< = 0 , ££* = 0, £„£., + £ s„„ = 0 . 

Aus (1) folgt 

(12) £ £«,« + = 0 . 

Aus (11) und (12) kommt 

(13) E — 0 , 
so erhalten wir den 

Satz : Wenn £ ein Punkt oder eine Kugel ist, so folgt 
E = 0 . 

Wenn £ in 

(14) l,=2(£?)£-£ 
eine feste Kugel ist, so entstehen 

S iJ- = 2 (£■?„) c + 2 (££) £„ , 

^-2(£^)f + 2(£f)f„, 

»)«« = 2 (£?„„) c + 2 (jf) £„« , 

so folgt 

( <D«« - = 2 (£, {£„„ — a$ u - 6e„}) 

( 16 ) ] 

l +2 (£?) {£„„ - , 


daraus sieht man, dasz 



Uber Flachen und Kurven (XXI) 


63 


(17) i)„„ = + &)„ 

wenn 

(18) i nil , 

wir erhalten so den 

Satz: Geniigt c in (14) der Dijferenlialgleichnng (1), so gentigt 
t) in (14) auch (1), wo jc in (14) eine feste Kugel ist. 

Aus 

(19) r. = C - (Cljb, (;r t f=l, 

folgt 

! 0 = (c'/«) i, 4 (c$) r /u , 

0 ^ (Ci %)r t + (CJ? )5f„, 

0 =- (f'/„„) , 

daraus ergibt sich 

(21) 0 = (c, {%„ - - fr$,}) + (?$) {$„„ - ar )u - 

wo i; ein fester Punkt und f eine feste Kugel ist. 

Aus (20) kann man wissen, dasz, wenn ) , der Differentialgleichung 
(1) geniigt, so jj (19) ebenso geniigt, ivenn j in (19) ein fester Punkt 
und c in (19) eine feste Kugel ist. 


( 5 ) 


Wenn die Koordinaten einer Flache j (u, v) in R, der Differential- 
gleichung 


( 1 ) j„, = ai„ + bi„ , [a = const. , b = const.] 

genugen, so nehmen a und b die Gestalt an : 


a = (2 GF, - GG„ - FG,} : 2 (EG - F=) , 
b = (EG,. 4- FG„ - 2 FF,} : 2 (EF — F*) , 


denn 
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(3) F„- JG„ =-- aE + bF, 

(4) $G v = aF + bG 

gelten. 

Nun setzen wir 

(5) i = 

so folgt 

(E» = Kl. + *■ £.< , E. = Q + * S.. , 

( 6 ) ] 

(E«* — E + E» + E« + ^ E*o • 
Aus (1) und (6) ergibt sich 


(7) 

(* £„ + (2 K — H) — a i„ 

\ + (K, ~ aK — K)E = 0, 

oder 


(8) 

^ E» - a A + (2 - b *) jc -= 0 , 

wenn 


(9 ) 

In cx 1 m b 0 

gilt. 


Nun setzen wir 

(10) 

n, 

li 

h-* 

es folgen 


(ID 

X £* 0 , 5 0 , XtX» X 

Aus (1) ergibt sich 

(12) 

S S~ = a E E« + b S h l 

hiermit folgt 

aus (11) und (12) 

(13) 

G — 0 , 


so erhalten wir den folgenden 

Satz : Wenn jc eine Kugel in f 1 ) ist, so muss 

G = 0 

sein. 
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( 6 ) 


Wenn die Koordinaten einer Flache j (u, v) in R 3 der Differential- 
gleichung 

( 1 ) jc„„ — a 1 f.„. = 0 [a=const.] 
geniigen, nimmt a' die Gestalt an : 

(2) <r = 2 E„ : (F„ — ^ G,,} , 

denn 

( 3 ) j„Su„ - a" = 0 

gilt. 

Nach Mitrinovitch nimmt die Differentialgleichung der Asymp- 
totenlinien die Gestalt an ;I) : 


( 4 ) 


(■w)' + 2 D^ + J E - : \ F —i G h 0 ’ 


D dv 

wo D, D', D" die Koeffizienten der zweiten Grundform sind, 
Weiter setzen wir 
( 4') s’ - 1 , 
so folgen 


( 5 ) 1 1 „ = 0 • S„S„ + J = 0 . 

Aus (1 ) folgt 

( 6 H K 8u ” 0 ■ 

Aus (5) und (6) kommt 
(7) E = 0 , 

wenn a=0 ist, so erhalten wir den folgenden 

Satz : Wenn j eine Kugel in { 1 ) ist, so folgt 

U) MITRINOVITCH, D. S. : Equation differentielle des asymptotiques et Equation des 
cordes vibrantes qui s’y rattache. Rev. math. Un. interbalkanique I, p. 135. 
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E = 0, 

wenn a = 0 ist. 

Wenn zwei Kreise f und y in dem Pundt £ einander beruhren, 
so folgt 

( 8 ) £ = = 

Geniigt )? in (9; der Differentialgleichung (1), so folgt 

( 9 ) (c?«) 7» = fl* (?!?,.) 7» » 

denn aus (9) kommt 

((??««) 7 + 2 (c«7) 7« + (?7) 7«« = 0 , 

(10) < 

((£7™) 7 + 2 (?7.) 7. + (&/) 7w = 0 , 

(9) ist so die Bedingung dafiir, dasz 7 in (1) geniigen muss. 

( 7 ) 

Wenn die Koordinaten einer Flache £ («, t>) in R 3 .der Differential- 
gleichung 

( 1 ) £«« = a £« + & S. + c S , 

(c=constant, 6= constant, c— constant) 

genugen. so folgt 

( 2 ) £ i«u = a £ £„ + 6 £ £„ + c j* 

Oder 

( 3 ) £ £«» = 0 , 

wenn £ ein Punkt ist. 

In diesem Falle gilt 

(4) £* = 0 ; 

daraus ergibt sich 

( 5 ) £ £« = 0 , £„£„ + ££„„== 0 . 

so kommt aus (3) und (5) 
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(6) E = 0 . 

Wir haben so den folgenden 

Satz : Wenn g in ( 1 ) ein Punkt ist, so Jiihrt es zum Ergebnisse 
E = 0. 


( 8 ) 

Wenn die Koordinaten einer Flache g (k, v) in R, der Differential- 
gleichung 

( 1 ) g„, = a g, t + b g„ + c g , 

(a — const. , b = const. , c = const.) 

geniigen, so ergibt sich 

( 2 ) g Sw = a g g„ + b g g„ + c g 1 . 

Wenn g eine Kugel ist, so folgt aus (2) 

( 3 ) g g„„ = c . 

Aus 

( 4 ) g g = 1 , 

kommt 

( 5 ) X X*' = 0 , g,X„ + X Xn = 0 , 
woraus sich aus (3) (5) ergibt 
(6) G = c , 
so folgt der 

Sazt : G=c , wenn g in (1) eine Kugel ist, und ivenn g in (1) ein 
Punkt ist, so fiihrt es zum Ergebnisse 

G = 0. 

Sind c die Koordinanten auf einer, Tangentenebene, so haben wir 
( 7 ) c = (s, g„ , g,) , 

Oder folgt aus (1) 
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(£ = (L/c • - a/c • s„ - b/'c • j„ , y.„ , j B ) 

L/c (JTmv 9 £(l 9 £j) • 


( 9 ) 

Wenn die Koordinaten einer Flache jc («, v) in R s der Differential- 
gleichung 

( 1 ) £/#« = ® £(*> ft £« "F C 9 

(a = const. , b — const. , c = const. ) 
geniigen, so bekommen wir 

( 2 ) £ e„„ = a E 5„ + ft s + c E E.' 

Oder 

( 3 ) E £«« = ^ £ Sit 9 

wenn e ein Punkt Oder eine Kugel ist. 

Aus e*= 1 Oder e'= 0 folgt 

( ^ ) £«£« "b £ £«« = 0 , E'S' £ £<i = 0 , 

woraus sich aus (3) und (4) ergibt 

(5) E = aG, 
so folgt der 

Satz: Wenn e in (1) ein Punkt oder eine Kugel ist, so erhalten 
wir 

E = const. G . 

(D) Aus (1) in (A) folgt 

daraus ergibt sich 

\ dt dt ) \ dt ) \ dt dt ) \ dt ) 

= ( Ah jh. \ 

\ dt dt ) . 
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Wir sehen, dasz sich durch Inversion isotrope Kurven zu isotropen 
Kurven transformieren, wo f ein fester Kreis und t ein Parameter ist. 

( 10 ) 

Wenn die Koordinanten einer Flache x (u, v) in R 3 der Differential- 
gleichung 

( 1 ) x.uu — a + b x„ + c £,. + d x. , [a, b, c, d=const.] 
geniigen, so folgt 

( 2 ) X. X«« = ax. hr + b X h + CXX.V+ d f 

Oder 

' 3 ) x. £«« a £ X.’V d , 

wenn x einen Punkt bedeutet. 

Aus £ =- 0 folgen 

( 4 ) hh + X W = 0 , hh + £ S« = 0 . 

Hieraus ergibt sich aus (3) und (4) 

( 5 ) E = G + const. , 

so haben wir den 
Satz : 

E = G + const. 

gilt, wenn x in (1) einen Punkt bedeutet. 

( 11 ) 

Wenn die Koordinaten einer Flache xA u > v) in R 3 der Differential- 
gleichung 

( 1 ) a £„„ + 2 c h<v + b h-v = 0 [a, b,c = const.] 

geniigen, so folgt 

(2) aE + (ft + 2c)G = 0, 
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wenn 

( 3 ) £ £ - 1 Oder £ £ = 0 

gilt, denn aus (3) folgen : 

( 4 ) £„£„ + £ £„,, = 0, £,.£„ + £ £ ro = 0 , £„£„ +££„„ = 0 . 

Wir haben so den 

Satz : Wenn £ ein Punkt Oder eine Kugel ist, so folgt aus ( 1 ) 
a E + (ft + 2c)G = 0, 
wo a, b, c Konstanten sind. 

( 12 ) 

Wenn die Koordinaten einer Flache £ ( u , v) in R, der Differential- 
gleichung 

( 1 ) £„» = a £ ra + b £„ + c £,. + d £ , [a, b,c,d = const.] 

genugen, so folgt 

( 2 ) £ £,,„ = a £ £ w + b £ £„ + C £ £,. + d £* , 

daraus kommt 

( 3 ) F = const. G + const. , 
wenn £* = 1 gilt, denn aus £ = 1 folgen : 

(££„ = 0, ££„ = 0, 

(4) 

( £«£„ +££„„ = 0 , £„£„ + £ £,.„ = 0 . 

Wir haben so den folgenden 

Satz : Wenn £ eine Kugel ist, so gilt (3), und wenn £ ein Punkt 
ist, so folgt 

E = const. G. 

Ist c eine feste Kugel und £ eine Flache, so ist 

(5) — 2 (£ f) ? £ 

die zu £ in bezug auf die Kugel £ inverse Flache. 
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Wenn x und l) in (5) beide (1) genugen, so bekommt man 

( 6 ) tyuv 2 (X«v^) * £«»• > 

wenn 

( 7 ) g Ml . = a ^ + b \) u + c + cty . 

Wir erhalten also den folgenden 

Satz : Wenn die Flache £ und ihre inverse Flache i; den beiden 
Seiten der Differentialgleichung der Form (1) genugen und ist x einc 
Translations flache, so muss auch eine Translations flache sein. 
Genugen i und t) in (15) der folgenden Differentialgleichung 

( 8 ) x«S* = a Jm, 4* b x« + c £„ + df* , 

so folgt 

( 9 ) 2 to*;)?- ; 

daraus erhalten wir den folgenden 

Satz : Wenn die Flache i und ihre inverse Flache i) den beiden 
Seiten der Differentialgleichung der Form (8) genugen und 

u =- const, und v = const. 

auj i aufeinander senkrecht sind , so miissen 

u ~ const, und v = const. 

auch aufeinander senkrecht sein . 


( 13 ) 

Wenn die Koordinaten einer Flache i (u, v ) in R s der Differential- 
gleichung 

( 1 ) = a [a = const.] 
genugen, so folgt 

(2) E = 0 

Oder 
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( 3 ) S«5« — 0 . 

Wenn j* = 1 gilt, so erhalten wir den 
Satz : Wenn 5 in (1 ) 'eine Kugel ist, so folgt 
E = 0 . 

Gilt (1), so nimmt die Differentialgleichung der Asymptotenlinien 
die Gestalt an : 

( 4 ) v = const. 

wo D, D', D" die Koeffizienten der zweiten Grundform bedeuten. 

Wenn die Koordinaten einer Flache £ ( u , v) der Differential- 
gleichung 

( 5 ) = a 

oder 

( 6 ) x„ = a s, 

genugen, nimmt die Differentialgleichung der Asymptotenlinien die 
Gestalt an : 

( 7 ) u — const. . 

Wenn die Koordinaten einer Flache (i(u, v) der Differential- 
gleichung 

( 8 ) - a 

genugen, so nimmt die Differentialgleichung der Asymptotenlinien die 
Gestalt an: 

( 9 ) v = const. . 

Weiter sehen wir 
( 10 ) * = ■*?;. 

Es folgt 

= I.S + *1.,- 

(11) == *f 2 "I” 1 J tin , 

= K s + 7. j, , 

wo 1=1 («, v) ist. 
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Aus (1) und (11) ergibt sich 

(12) 2^-s„ = 0 

oder 

(13) *„•&, = 0, 

wenn 

(14) = %,u = a , 

giiltig sind, daraus sieht man, dasz 

(15) K _l l, 
gilt, so erhalten wir den 

Satz : Geniigen / und e der Differeutialgleichung (1), so hat man 
(15). 

Wir betrachten die Flache x.(u,v) in 
1 16 ) ^,=={ + aE«. 

Es folgt aus (5) und (16) 

( 17 ) h = l + h. 

oder 

(18) s; = f + i". + 2 1 s„ 

oder 

(19) 1 — l + a'E— 2G 

d. h. 

(20) E — 2 G , 

wenn g=l und ?.f=l ist, wo E, F, G die ersten Fundamentalgrdszen 
von E bedeuten. 

Also erhalten wir den folgenden 

Satz: Sind e, und e in (1) und (16) Kugeln, so Jolgt (20). 

Gilt 
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und 

(22) s, = *& 
in (1), so bekommen wir 

(23) s„ — 0 

Oder 

(24) £ = F(i>), 

wenn 

(25) = 

ist. 

Also erhalten wir den folgenden 

Satz : Geniigen j und jc der Different! algleic hung (1), so muss £ 
eine Kurve in R 3 sein, wo (21) und (22) gelten. 

( 14 ) 

Wenn die Kobrdinanten einer Flache x. ( u , v) in R s der Differential- 
gleichung 

( 1 ) a (u, v) + b (u, v) x,, + c («, v) x. — 0 
geniigen, so folgt 

( 2 ) c (u, v) bh 0 ; 
damit fiihrt (1) zu 

(3) a(u,v) jc„ + b (m, v) jc, = 0 . 

Man sieht daraus, dasz 

(4) aE + £G = 0 

gilt. 

So erhalten wir den 

Satz: Wenn j eine Kugel ist, so muss 

oE + b G = 0 


gelten. 
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Wenn jc in (1) einen Punkt bezeichnet, so folgt (4) auch. 

Wir sehen zwei Flachen jji und j, die in Eisenharts Arbeit n) 
stehen. Hieraus kommt. 


du dv ’ 

(5) 

= + r . 

3d 3 u 3d 

Geniigt der Differentialgleichung 

( 6 ) a + b^- = 0, 


so hat man 

( 7 ) (tf/ + b<y) + br) & = 0 , 


daraus sieht man, dasz ;; der Differentialgleichung der Form (6 ) geniigt, 
wo tf, 6, A, t u, <r t r skalare Groszen bedeuten. 


( 15 ) 

Wenn die Koordinaten einer Flache i(u y v) in R 3 der Differential- 
gleichung 

(1) i„=ax. [fl^const.] 

geniigen, so kommt aus ( 1 ) 

( 2 ) £ £,„ = a f , 

Oder 

( 3 ) - £„£, = a , 

d. h. 

( 4 ) F = const. , 

wenn jc eine Kugel ist. 

So folgt der 


(1) EISENHART, L. P. : Associate Surfaces, Math. Ann. 62 (1906', S. 505. 
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Satz: Wenn ( 1 ) gilt, so folgt 
F = const. , 
wo i eine Kugel ist. 

Wenn i in (1) Punkte bedeuten, so folgt aus (1) 

(5) XS„ = 0 

Oder 

( 6 ) s„s„ = 0 

so haben wir den 

Satz : Wenn j in ( 1 ) Punkte sind, so fuhrt es zum Ergebnis 
F = 0 . 

(1) ist die sogenannte MoUTARDSche Differentialgleichung. 


( 16 ) 

Wenn die Koordinaten einer Flache j (u, v) in R 3 der Differential- 
gleichung 

( 1 ) at,n + 2 b + c s„ + 2 din + 2ei, +fi = 0 

[a, b, c, d, c, f — const.] 

geniigen, so folgt aus (1) 

( 2 ) a I inn + 2 b I s„, + c j s„ + 2 d jc + 2 e jc s, + fi j = 0 

oder 

(3) oE + bF + cG = const, (jf = l); 

daraus erhalten wir den folgenden 

Satz: Wenn j in (1) eine Kugel bedeutet,so folgt (3). Wenn i 
in (1) Punkte sind, so folgt 

(4) <zE + £F + cG = 0, 
wo a, b und c Konstanten sind. 
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( 17 ) 

Wenn die Koordinuten einer Flache i(u,v) in R 3 der Differential- 
gleichung 

( 1 ) y„„ + y„ = 0 

geniigen, so folgt 

(2) E + G = 0 , 
denn aus y;=l oder y*=0 gilt: 

(s*u = 0, y £„ = 0 , 

(3) 

= 0 , y„y + y,y, = 0 . 

Wir erhalten so den folgenden 

Satz : Wenn y in ( 1 ) Punkt oder eine Kugel bedeuten, so fiihrt es 
zum Ergebnisse: 

E + G = 0 . 

1st ? eine Kugel und y eine Flache, so gilt 
( 4 ) i) ^ 2 (y c) c - y , 

wo i) zu y in bezug auf die Kugel £ inverse Flache bedeutet. 

Aus (4) kommen 

(5) t)„„ = 2 (y„„c) ? - y„„ , 

( 6 ) = 2 (y„c) c - y„, , 

daraus sieht man, dasz aus (5) und (6) 

( 7 ) (huf, "b 2({y„„ + y^}, v) » (Skh d - y„} 

folgt, so bekommt man 

( 8 ) hn« + bn' — o • 

Wenn (1) gilt, so erhalten wir den folgenden 
Satz: Wenn y in (4) die Differentialgleichung (1) erfullt, so 
gentigt \) in (4) ebenso (1). 
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( 18 ) 


Wenn die Koordinaten einer Flache £ (u, v) in R 3 der Differential- 
glaichung 


( 1 ) n ® £ * C® const.] 

geniigen, so nimmt a die Gestalt 

( 2 ) a = -E 

an, wenn ££=1 gilt, denn aus ££=1 folgt : 

Cx X« ~ 0 > X &v ~ o , 

( 3 ) ] 

(£,.£. + £ £, T = 0 , £„£„ + X £«« 

Geniigt £ in ( 1 ) ££ = 0, so folgt 

( 4 ) E = 0 . 



Wir erhalten so den folgenden 

Satz : Wenn £ in ( 1 ) cine Kugel bezeichnet, so ergibt sick 
E = const. . 


Wenn j in ( 1 ) Punkte sind, so folgt 
E = 0 . 


( 19 ) 

Geniigen die Koordinaten einer Flache der Warmeleitungsdifferen- 
tialgleichung 

( 1 ) £««* — s» = 0 > 

so folgt 

( 2 ) £ £«« 5 Ju = 0 , 

Oder 

( 3 ) E = 0. 

Wenn 55= 1 oder 55=0 gilt, so erhalten wir den folgenden 
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Satz: Geniigen die Koordinaten £ einer Fldche (1), so folgt 
E = 0 , 

wenn £ eine Kugel oder Punkte sind. 

In diesem Falle ist 

(4) L = 0 , 

wo L, M, N die FundamentalgrSszen zweiter Ordnung bedeuten. 

( 20 ) 

Geniigen die Koordinaten einer Flache y.(u, v) in R, der Differential- 
gleichung 

( 1 ) £,„ = 0 , 

so folgt 

( 2 ) £ £„, ■= 0 

Oder 

( 3 ) F - 0 , (££=1 oder ££=0) 

also kann man den folgenden Satz erhalten. 

Satz : Wenn £ in ( 1 ) cine Kugel oder Punkte sind, so tvird gc- 
bildct : 

F — - 0 . 


( 21 ) 

Geniigen die Koorhinaten einer Flache \{u, ?;)in R 3 der Differential - 
gleichung 

( 1 ) £„ + a in = 0 , 

so kommt zustande 

( 2 ) £ £,, + a £ £„ = 0 


Oder 
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( 3 ) G =,0 , (££=1, Oder ££=0) ; 

Satz : Wenn £ in ( 1 ) eine Kugel Oder Punkte sind, so Jolgt 


G-0, 

wo a eine skalare Grosse ist. 


( 22 ) 

Wenn die Koordinaten einer Flache £ (u,v) in R 3 der Differential 
gleichung 

( 1 ) A £„„ + /i £,, = 0 
geniigen, so folgt 

( 2 ) A £ £„„ + H £ £,t - 0 

Oder 

A E + /* G = 0 , 

wenn 

£ £ = 0 Oder £ £ = 1 
ist, so folgt der 

Satz: Wenn £ in (1) eine Kugel oder Punkte sind, so folgt 
A E + /* G = 0 , 
wo A, (i skalare Groszen sind. 


( 23 ) 

Wenn die Koordinaten einer Flache £ ( u , v ) in R 3 der Differential 
gleichung 

( 1 ) £«„ + a £„ + b £„ + c £ = 0 

geniigen, so folgt 

( 2 ) £ £„„ + fl££„ + f»££,, + C££ = 0 
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oder 

( 3 ) F = const. 

wenn 

( 4 ) n r. = l 

gelten, so folgt der 

Satz : Wenn x. in ( 1 ) eine Kugel ist, so folgt 
F = const. , 

wo a, b, c skalare Groszen sind. 

Wenn j in R, Punkte sind, so ergibt sich 

(5) F -0. 

Wir betrachten f,J 


(6) 

a / 
h d„ ( 

' X \ _ 1 ( H _ 1 
, A ) A \ du A 

Es folgt 



[7) 

1 

wenn x; eine Kugel ist. 
Besitzt die Gleichung 


(8) 

, 

_ r r~ 4* Cl 

dudv 

52 - 

vier Ltfsungen A, , , 

, welche der Gleichung 

(9) 

4 4" / 

! 1 2 . -= a-; 


genugen, so entspricht jeder Ldsung A obiger Gleichung eine Losung 
g der Gleichung 

1 PlSATI, L. : Sulla estensione del metodo di LAPLACE alle equazioni diffenziali 

lineari di ordine qualunque con due variabili indipendenti, Palermo rend., 20, 
p. 344. 
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( 10 ) 


jy_ a y 

ZfiZv Zu 


Zv 


(- 


Za 

Zb 


Zb 

dv 


0, 


welche durch die Formel bestimmt wird : 


- /; Wi . ^ . W, 


(11) 


= ( 




)[( 2i 


Zu‘ Zv 

Z log C, 

Zu 


Zv) 


)* + (2“- ^)*J, 


wo B„ und C 2 Koeffizienten eines bestimmten Differentialausdrucks 
sind 05 . 

Betrachten wir ^ als tetrazyklische Koorhinaten, so bezeichnet )• 
nach (9) einen Punkt in R : . 

Wenn 


( 12 ) p n = 0 
ist, so folgt aus (10) 


(14) 

F = 0 , 

u = const. 

(15; 

v — const. 


miissen aufeinander senkrecht sein, wo E, F, G die ersten Fundamental- 
groszen der p Flache sind. Also kann man wissen, dasz zwischen 
den zwei Pankten l und p die Beziehung (11) gilt. 


( 24 ) 

Wenn die Koordinaten einer Flache y. (u, v) in R 3 der Differential- 
gleichung 

( 1 ) “ 0 
genugen, so folgt 


(1 PeTOT, A.: Sur les equations lineaires aux ddrivtes partielles, Comptes Rendus 
hebdomadaires des seances de l’Acad^mie des Sciences, Paris, 4°, CXI, p. 522. 
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(2) 3 E„ + 2 G = 0 , 

wenn 

(3) XX = 1 

Oder 

(4) o: = o 

gilt, so folgt der 

Satz : Wenn x in R : , erne Kugel oder Punkte sind, so folgl (2). 
Denn aus — 1 oder XX = 0 kommen : 

! xx« -= o , x.x, = o , 

X., „X + X»X« = o , XnX. + x,x, = o , 

x „x 4 X»X> = 0 ■ X«»„X + 3 S„„X„ = o . 

Wir sehen zu die Inversionstransformation 

(6) l) -- 2(xr)c - x, 

wo ? eine feste Kugel, x und i) zwei Flachen sind, so folgen 
lhu< i ~ 2 ( X'Ut'ti * 1 "* X, nm , 

' 7 < 

(x)„ = 2 (x„ c)c - X.. ; 

daraus ergibt sich 

( 8 ) - l),.,} = 2({x«,„, — X,..} — {X«»« — X") > 

so kann man wissen, dasz 
( 9 ) t)„„„ - >)„ = 0 

gilt, wenn 

(19} X U <n; XI' 1 * " 9. 

Damit folgt der 

Satz: Geniigt x (1), so geniigt i) ebenso (1). 
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( 25 ) 

Wenn die Koordinaten einer Flache jc ( u , v) in R 3 der Differential- 
gleichung 

( 1 ) i, nl + i„ + a s„ + b i„ + cy. = 0 

geniigen, so bekommt man 

( 2 ) E + G = const. 

wenn 

(3) 0 = 1 

gilt, so folgt der 

Satz : Wenn x. in ( 1 ) eine Kugel ist, so erhalten wir 

E + G = const. , 

wo a, b und c Konstanten sind. 

Sind x. in ( 1 ) Punkte, so fiihrt es zum Ergebnisse 

E + G = 0 . 


( 26 ) 

Wenn die Koordinaten einer Flache j ( u, v) in R 3 der Differential- 
gleichung 

( 1 ) xx„„ + It-, = A s; + 2 B x.U, + C r; + 2 D x.„ + 2 E £„ 

genugen, so folgt 

(2) (A + 1) E + 2 BF + (C + 1) G = 0 , 

wo A, B, C, D und E Konstanten sind. 

Da 

( 3 ) 0 = 1 

gilt, so folgt der 

Satz: Wenn jc in (1) eine Kugel oder Punkte sind, so ist (2) 
giiltig. 
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( 27 ) 

Wenn die Koordinaten einer Flache j (u, v) in R 3 der Differential- 
gleichung 

( 1 ) 1 1 „, + 1 = 0 

genugen, so folgt . 

(2) E + G-0, 
wo 

(3) jk-1 

Oder 

(4) 0-0 

gilt, so folgt der 

Satz : Wenn i; in ( 1 ) cine Kugel oder Punkte sind, so konimt dar- 
aus (2). 


( 28 ) 

Eine Kurvenschar u= const, einer Flache heiszt sylindrisch, wenn 
sie erstens einem konjugierten Netz angehCrt, und zweitens die Schmie- 
gungsebenen der konjugierten Schar t^= const- langs einer Linie u 
—const, allemal parallel einer festen Gerade sind- Ein Netz heiszt 
dopelt zylindrisch, wenn beide Xurvenscharen zylindrisch sind. 

Die Bestimmung der kartesischen Koordinaten x, y, z der Flachen 
mit einem doppelt zylindrischen Kurvensystem hangt naturgemasz, da 
das System konjugiert ist, von der Intergation der Laplaceschen 
Gleichung 

(1) v?- + A-^L + B^ = 0 [y. = c,y,z] 

OflOV °V 

ab ; die Integration ist aber, wenn % ein doppelt zylindrisches System 
ist, stets durch Quadraturen mdglich. 
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Im allgemeinen Falle hangen x, y, z von acht willkiirlichen Funk- 
tionen ab 05 . 

Aus (1) folgen 

( 2 ) A = F G„ — GE,. g _ EG — _F* 

^ ’ 2 (EG — F*) ’ 2(E,.F— G^E) " 

Femer musz dafur, dass die w-Kurven geodatische Linien seien, 
die Bedingung gelten: 


( 3 ) E„F + E,E — 2 EF„ = 0 . 

Um die Tangenten zu 
( 4 ) u = const. 

und 

( 5 ) v = const. 

zu bilden, ist die Kongruenz von Ribaucour 

( 6 ) = U • V 

V ’ FE„ - EG,, 


wo U, V die Funktionen nur von u bzw. v darstellen. 

Wenn B =0, A=— 1/v , so folgt aus (1) 

( 7 ) y_ uv \/v • y,i r • 

daraus ergibt sich 

(8) *=t>U, + V,, jy = flU 2 + V 2 , z = v U 3 + V 3 , 

wo U, , U 2 , U 3 Funktionen eines Parameters u und V, , V 2 , V 3 Funk- 
tionen eines Parameters v sind. 


( 29 ) 

Wenn die Koordinaten einer Flache j ( u , v) in R 3 der Telegraphen- 
gleichung 

;i) RAFFY. L. : Determination explicite des surfaces qui pr£senten un r£seau double- 
men t cylindr£, Bulletin de la Society Math6mattque de France public par les 
secretaires, Paris, 31, p. 77. 
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( 1 ) J«h Jew 0 

genugen, so folgt 

(2) G — E + 1 = 0 
wo 

(3) u='l 
gilt, so erhalten wir den 

Satz : Wenn v in (1) eine Kugel ist, so 1st (2) giiltig. 

( 30 ) 

Wenn die Koordinaten einer Flache (r (u, v) in R :l der Differential- 
gleichung 

< 1 ) i;„„ + X.,, = f (u,v)x. 

genugen, so folgt 

( 2 ) E + G + f(u, v) = 0 

wenn 

( 3 ) t; — 1 

gilt, so folgt der 

Satz: Wenn x. in R. il! genugen, so bekommt man 
E + G + f(u, v) — 0 , 
wo x einc Kugel ist. 

Wenn r aus dem Punkte besteht, so erhalt man 
( 4 ) E + G = 0 . 


( 31 ) 

Wenn die Koordinaten einer Flache x. ( «. v) in R 3 der Differential- 
gleichung 


( 1 ) + v i„ = 0 
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geniigen, so folgt 

(2) E = 0, 

wenn 

( 3 ) 0 = 1 

Oder 

{ 4 ) 0 = 0 

gilt, so kommt daraus der folgende 

Satz : Wenn jc in ( 1 ) eine Kugel oder Punkte sind, so folgt 

E = 0 . 

Denn aus xr=l oder ).;i: = 0 ergibt sich 

( 5 ) jc„e„ + j„„ = 0 . 


( 32 ) 

Wenn die Koordinaten einer Flache r (u, v) in R., der Differential- 
gleichung 

( 1 ) + x„ = const. 

geniigen, so folgt 

( 2 ) E + G = 0 , 

wenn 

(3) o = l 

oder 

(4) o = 0 

gilt. Wir haben also den 

Satz: Wenn j in (1) eine Kugel oder Punkte sind, so erhalt man 


E + G = 0. 



BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER KREISE 
UND KUGELN (XXXII) 

Sozi Matumura 

(Accepted for publication, June 19, 1939.) 


Im folgenden mdchten wir fiber die Theorie der Kreise und Kugeln 
einige Bemerkungen machen. 


( 1 ) 


(A) Wir betrachten <n 

( 1 ) + 

(2) S = {f + 5} • (1 - (?$)}, 

(3) J= {? + eif}/l-2e(^) 

O) 

und 

(4) S =- {c - ei? > /1 + 2 e(c>f) , 

( + ) 

wo ? und 5 Kugeln in R, sind. Da (ff/=l gilt, so ist e die Einheit 
von dualen Zahlen (e*=0). 

Aus (1), (2), (3) und (4) ergibt sich: 

((c\‘) = l, ( 55 ) = 1 , 

(5) 

l(n) = 0, (jc) - 0 , (S5) = 0; 

daraus sieht man, dasz i; einen Berfihrungspunkt zweier Kugeln ; und 
5 bezeichnet. 

Betrachten wir eine Flache j; (u, v), wo 
( 6 ) J (u, v) = {? (w, v) - 5 («, i>)} {1 + (fcf)} 

gfiltig ist, wo u und v Parameter sind. 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Japan, Vol. XXVI, 
No. 3, June, 1939.] 

(1) Vgl. MATUMURA, S. : Beitrsige zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXX) , 
Mem. of the Fac. of Scil and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XXI (1939) , S. 363. 



90 


Sozi Matumura 


Fiihren wir die von Gausz herruhrenden Abkurzungen ein : 
/E = tf H — {£« — 7«} 2 • {1 + (?>?)} s , 


(7) 


\F = x„j, = {£„ - !?„} • {£„ - )?„> {1 + (6?)}', 


so erhalten wir 

(8, »-W=(f)'+*Ff f + G (£)'*. 


wo s die Bogenlange unserer durch 

( 9 ) s (w (<), v (0) = S (0 

gegebenen Kurve bedeutet, wo t Parameter ist. 
Die Flachennormale § ist mit 


(10) 


oder 


Vila X hf 


(11) 


e- 


£u X s„ 

i/EG - P 


gegeben; daraus sieht man, dasz c mit c und // zu berechnen ist. 
Weiter kann man berechnen: 


T — (&uw &*>) 

i'EG~F* ’ 

(12) i M " ■ 

M = (&» S« Sr) 

/EG^P ’ 


wo E, F, G die ersten F undamentargrOszen und L, M, N die zweiten 
bedeuten. 

Fur einen KrOmmungsstreifen ist gQltig 


(13) (f, d S> df) = 0. 
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Dafttr, dasz die Parameterlinien ein konjugiertes Netz bilden, haben 
wir die Bedingung 

. (14) M = 0 

oder 

(15) (S« u S« E») = 0 . 

Man kann (10), (11), (12), (13) und (14) mit c und r t berechnen. 
Diese letzte Bedingung (15) ist sicher zu erfiillen, wenn 

(16) ?,a = 0 

ist, wenn also \ die Gestalt hat : 

(E = t) (u) + $(v) 

(17) ) 

( = {$ - r t ) ■ (1 + (c?)> . 

Man nennt nach Lie solche Flache Schiebflache Oder Translations- 
flache. 

Von (2), (3) und (4) gilt das Gleiche. 

Weiter kann man die obengenannte Flache zum n-dimensionalen 
Raum erweitem. 

(B) Wir betrachten 

( 1 ) l=* -7), 

wo £ und i} Kreise in R s sind. Da 
(2) (?)?)= 1 

gilt, so folgt aus (1) 

(3) ( S jr) = 0, (Ec*) = 0, (j 5 ?) = 0 ; 

daraus sieht man, dasz e der Beruhrungspunkt zweier Kreise c und y ist. 
Von 

(4) 5 = e + jj, (cl?) =- 1 
gilt das Gleiche. 

E (<)=£ (<)— -q ( t ) bezeichnet Raumkurve (R) in R, , wo t Parameter 
ist. 
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Als Grenzlage der Sehne ergibt sich so die Tangente, die mittels 
eines Parameters r folgendermaszen dargestellt' werden kann : 

(b = s + n' 

( 5 ) ] 

( = {£ - 71) + f {? - Y). 

Man bezeichnet die Kriimmung ublicherweise mit 1 : p. 

Wir finden also 


( 6 ) 


1/p = Vi* 


jl /p= 


V$"-Y'. 


Weiter kann man 


i_ = (£ £ £,) 

r (£ x j)* 


berechnen, wo 1/r die Windung von (R) bedeutet. Hier bedeuten die 
Punkte die Ableitungen nach t. 

Tc(u, v)=?(u, v)— y(u, v) bezeichnet Flachen in R 3 . 

Fur %(u , v ) kann man untersuchen wie in (1), wo « und v Para- 
meter sind. 

Von 

(8) £ = f + 7, (6?) 1 

gilt das Gleiche. 

(C) j ist der Beruhrungspunkt zweier Kreise f und r h wo 

(1) £=f-(fy )* 

gilt. 

Wir betrachten den Kreis tj, wo 

( 2 ) J) (0 + (t) £ (t) 

giiltig ist, da t Parameter ist. 

Wenn man 

(3) d/dt-(t> + *i)-d/dt-i = o 

erhalt, so folgt aus (2) 
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(4) + = = 0 

Oder 

( 5 ) * = - i) S/j* , 

so kommt aus (1) und (5) : 

( 6 ) t> - Ai£-=4* vlri- <$ - (?,) Tj) 

<*-(**)*> 

wo ^ eine skalare Grtisze ist, da 7 einen Kreis bedeutet. 

(D) Bezeichnet man den Radius des umschriebenen Kreises f 
vom Dreieck cdS c»>J cs>S mit R, so gilt (I) 

(1) <t + lr + c£ 9R\ 

wobei die Gleichheit giiltig ist, dann und nur dann, wenn das Dreieck 
regular ist. Da a, b, c die Seiten des Dreiecks 

(2) oXcstfooS 

bedeuten, 

Man kann 


! coS — » (» (.v 7 /) ci) 5 ? > 

= ' (? • (j) 5 ?) Cstf • 

(3)S = £ - 

setzen c ‘\ so bekommt man 


(£-<irtX = 1 , 
(£ ‘ <*>>?)■ == 1 > 
(» * tjtf /* = 1 


(4) 


’ a- + b-+c= (oJcjjS) + (®S oS) + (cs>Kci>S) 

~ {(? Co’fX' CM^XcD^CS) 1 ?) 1} ■+• ((» C2) 1 / ) ( ^ (3) 1 /) (cj^ca) 1 / ^ — 1} 

+ {(' ctfXcotfXfcjtfatf)- 1) 

= (f c.tfX? tttfXcitfco?) + (* cjtfXc cstfXc.tfcjtf) 

>. + (£ artXa>*co ?)-3 , 


( 1 ) KUBOTA, T. : Einige Ungleichheiten fur das Dreieck und das konvexe Polygon, 
Tdhoku Math. Journ. 25 (1925), S. 122. 

(2) THOMSEN, G. : Ober konforme Geometrie II, Abh. aus dem Math. Seminar der 
Hamb. Univ., IV Band, S. 122. 
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so folgt aus (1) und (4) 

((£ (i>7 ) (? cs>7) (o>7c»7) + (f c»7) (f cs>7) (c»7c*>7) 

(5) \ 

( + (f <»7) (f (o^) (o7ct>7) - 3 ^ 9 R*. 

(5) ist unsere Bedingung. 

Mit der gleichen Methode kann man Hayasis Ungleichheit 
(6.) 4 d 1 * <r 4 - 48 P, 

Weitzeinbocks Ungleichheit 

( 7 ) — <: — L__ 

u. s. w. berechnen 05 , wo 

(8) c? + W + <* = <r*, d = 2 R , 

ist und F den Flacheninhalt des Dreiecks coS <j)E c 3 )E bedeutet. 

Man kann anstatt (3) 

(9) coE = of - («)f 7) 7 , (wf7) ! = l 

annehmen, in denen R den Radius des umschriebenen Kreises 7 aus- 
druckt. 

Man kann oben im Raume verallgemeinem, wo wir £ und r t als 
Kugeln anstatt Kreise betrachten. 

Aus 

(10) e = e + 7 

und 

( 11 ) E = f-7 

folgt 

(12) (E E) = 0 ; 

daraus sieht man, dasz zwei Punkte jc und j miteinander zusammen- 
fallen. 


(1) Vgl. NAKAZIMA, S. : Some Inequalities between the Fundamental Quantities of 

the Triangle, T6hoku Math. Journ. 25 (1925), S. 119. 
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Setzen wir 

d3) * = * + (**)* 

und 

(14) ij = c - (£ 9)5 , 

so folgt 

(15) (w) = 0, 

so sieht man, dasz zwei Punkte und t> miteinander zusammenfallen. 
(E) Wir betrachten 

( 1 ) S = C - (^)rj , (?$/ = 1 , 

wo c, r t Kreise in R, und x j ein Punkt ist. 

1st C ein Kreis und x. ein nicht auf ihm gelegener Punkt, so ist 

( 2 ) 1) = 2 (j ;) : - X . 

der zu j in bezug auf den Kreis C inverse Punkt. 

Aus (1), (2) folgt 

( i) = 2({c -(c?)7>,C): - (c - 

= 2({c - (^)’?),--| 5 -) -~2~ ~ “ (**)*> 

= ~ (f - (c?)5>, 

daraus kommt 

( 4 ) s + ») = 0 , 

wo C={£+ r /}:2 gesetzt ist. 

Nehmen wir 

(5) f -(??)? 
anstatt t) in (2), so folgt 

(6) ?-(?7)7 = 2({e-(c 5 )7>,:):- {*-(**)*}. 

(F) Wir betrachten einen Kreis t; in Rj, der die drei Punkte 
hindurchgeht : 
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(1) coX — f*>£ — (co^co?) co? » (cd^W — 1 > [t— 1,2,3], 
so folgt 

C 2 ) 0 = (coS lj) = (co? ty) — (co^co’y) (co7 b) 

Oder 

( 3 ) (co^ 9) = (<«£«?) (co7 , 

wo ( 0 f und <i )7 Kreise in R. bedeuten. 

coX ist der Beruhrungspunkt zweier Kreise (t) £ und . 
Beruhren sich zwei Kreise lj und ij, so haben wir 

( 4 ) (>) b) = 1 , 

wo 

( 5 ) ( C i>f l))* = (to? 9 A ((.'/ ^ = (co? >?) 2 

giiltig sind. 

Ist ^ der zu c <>£ inverse Kreis inbezug auf L), so folgt 

( 6 ) b = 2 («)? b) $ - «>£ ; 

daraus ergibt sich 

(7) (9 9) = («A). 

Aus (4), (5) und (7) kommt 

( 8 ) («>? $) = 1 , 

daraus sieht man, dasz sich c und 1 } beruhren. 

(G) £ und 7 seien zwei Kreise in Rj, so bezeichnet j in 

(1) X = £-(£?) j 1, 1 

den Beruhrungspunkt von 6 und ^ . 

Wenn 5 der Beriihrungspunkt zweier Kreise £ und yj ist, so hat 
man zur Folge 

(2) s = £-(£,), = £-(£^, (fflP-1; 

daraus ergibt sich 

(3) (££)=(£?), Oder (££)=-(£?) 
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d. h. 


( 4 ) cos 0 = eos <p oder cos 0 = — cos </> , 

wo 0 der Winkel zwischen £ und £ , <f> der zwischen £ und y 1st. 
Aus (2) folgt 



(5) 

*t>l 

'-SJ 

II 

<• — s 

<3 

Oder 




(6) 

( 5 y? = (w) 

d. h. 




(7) 

cos* Cl = cos 0 

oder 




(8) 

COS 2 Cl = cos 0 , 


wo Ci der Winkel zwischen £ und y , 0 der zwischen r t und r h c, der 
zwischen £ und y ist. 

(H) Es seien die Kreise 

( 1 ) (i)»> ••• > c*>£ 

in R 2 gegeben, die C i>£, c«£ in c>5 und cw £, Cs) £ in ... beriihren so 
folgen 


\oS — CD' — (co’Cs)’ ) c:)> » (co»c» ? )‘ — 1 > 

CS)£ — (2)' — (c2)'<5)' ) (3)' » (cD'Cs)')' = 1 » 


( 2 ) l 


\ wS — c*)f — (c*)^Cl)f ) co£ i 


(c*)fcof/ — 1 • 


Wenn C o£ auf einem Kreise ij liegt, so folgt 


(3) = [»=1, 2, ...,*] 


oder 


( 4 ) (co^p) — (c«f(«+i)^)(cin)^9) 
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Oder 

(5) (c.A)’ = UiA)*, 

( I ) (1) j ist der Beriihrungspunkt zweier Kreise f und y in R, , 

so folgt 

(1) c«s — r / ~ (fy) r j > (fyy = 1 • 

oE ist der Beriihrungspunkt zweier Kreise und C in R* , so be- 
kommt man 

( 2 ) (»s = 7 - 0?C) C, (yC/ = 1 • 

CS )S ist der Beriihrungspunkt zweier Kreise C und f in R, , so hat 

man 

(3) <,)S = C-(C£K, (Cf)* = l. 

Ist j ein Punkt, wo 

( 4 ) cdE S = c«S S = oE£ . 
so folgt 

f(f£) - = (>}5) ~ OfO(SC) 

(5) \ 

l =(C£)-(Cf)(£f). 

Sind c, 35 und C drei Kreise in R 2 , die gleiche Grdszen sind, so 
ist zu erhalten : 

( fri) - (£C)0?C) 

(6) j=0?C)-0?£)(C£) 

( J ) e »st der Beriihrungspunkt zweier Kreise £ und jj in Rg, so 

folgt 

(1) s “*-(**)*, = 

Fallt ein Punkt p in Rj mit e zusammen, so folgt 
( 2 ) (fy) = (iy) (py) 


Oder 
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(3) m = 

(3) ist die Bedingung dafiir, dasz p und j miteinander zusam- 
menfallen. 

Wenn 

( 4 ) Pe = const. , 

so 

( 5 ) const. = (cp) - (£>f ) (p5j) . 

Wenn ein Kreis p zwei Kreise c und if in Rj beruhren, so haben 
wir 

( 6 ) coE = c - (?p) p , (cp) 2 = 1 

und 

( 7 ) C «S = P - (P$) V , (P r J = 1 • 

Der Abstand zwischen co E und c»>S ist gleich 

( 2 , 

( 8 ) (cdKcsjS) = («P) ~ ’f) (t) 5 ?) = |0 , 


Wenn (1) e und C j)K miteinander zusammenfallen, so folgt 
( 9 ) (<oJc»S) = 0 

Oder 

(10) (cp) = (?if)()fp) 

Oder 

( 11 ) (£?)* = 1 . 

(K) t>, if, C, ••• seien die Kreise in R, , e der Benihrungspunkt 
zwischen c und if, und p der zwischen if und C u. s. w. ist, so folgt 


E - £-(6f)if, (?y? = 1 , 

*«7-fo0c. (’?:/ = i, 
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Geht to die Punkte j, to, — hindurch, so hat man zur Folge 

'(bf) = (£to) 0>to) , 

(tos?) = (s?C) (»>C) , 

( 2 ) 


Oder 

(3) 


oder 

( 4 ) (be/ = (b;?)* = (bo* = ... 

oder 

( 5 ) COS 2 0, = COS* 0s = COS* 03 = ... , 

wo 0, der Winkel zwischen b und $, 0 2 der zwischen b und y, 0 3 der 
zwischen b und C, u. s. w. ist. 

(L) Wir betrachten 0 - 1 

( 1 ) i=?-(?v)v 

und 

( 2 ) 7 = cos a • £ + sin z> • ?' ; 

so kommt 5 * 5 aus (1) 

( 3 ) s = £-(£?) to ; 
daraus ergibt sich 

(S cos a + s sin a = {£ cos a + f sin a} 

(4) ] . 

( — ({£ coso + £sina} to)to 

(1) THOMSEN, G.: fiber konforme Geo. II, Abh. aus dem Math. Seminar der Homb. 
Univ., Bd. IV, S. 122. 

(2) Thomsen, a. a. o., s. 132. 


(b£/ = (bto)* , 
(bto/ = (bO* , 
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Oder 

( 5 ) ECOSa + £Sina = 7 — (77)7. 

Aus (1) folgt 

(6) j = $ - (ky)ii, l = S-(?y)i), 

daraus kommt 

(at + b 1 + ci = {a £ + b S f c £} 

( 7 ) ] . 

( - ({a£ + bt + c£} yi)rj , 

wo a, b und c konstant sind. 

Im allgemeinen folgt 

! «»S + + OjS + ... + a,i° 

= {a 0 £ + £ + fl s £ + ... + di £' n ) 

— ({a„ £ 4- a, £ + ... + a, £ C ' J > ij) rj , 

wo a t , a, , ... , ai Konstanten sind. 

Von cn 

9 = 2(jc),* -8 

gilt das Gleiche. 


( 2 ) 

(A) Wir betrachten zwei zusammenfallende Punkte 9 und in 
R, , so folgt 

(1) = ^9=^ = 0, 

wo >)=i) (u, v) und tj=t) (u, v) ist. 

Aus (1) ergibt sich 

(2) Ijij.. = b^« = 0, ^ = 0] , 

so kann man setzen 


(l) Thomsen, a. a. o., 122. 
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(3) i}„ = |° 9 + * h , &« = Pt) + ot), 

wo P, p, o und skalare GrOszen sind, woraus sich ergibt: 

Da u und v Parameter sind. 

Weiter kann man untersuchen wie in Blaschkes Buch c0 . 

(B) Wir betrachten zwei Kreise 

( 1 ) £ + e b und £ - e \) , 

wo j und t) zwei Kreise in R, bedeuten, so folgt 
( 2 ) (x + £l), £ - £>}) = 1 , 
da £ der Rechenregel 
( 3 ) £ 2 = 0 

geniigt, und erhalten einen dual-komplexen. 

Aus (3) sieht man, dasz sich zwei Kreise j + £ 9 und £ — e 
beruhren. 

(C) Es seien zwei Kreise £ und t) in R 2 gegeben, so bezeichnet 

( 1 ) £ + e 9 

einen Kreis in R*. 

£ - it) bezeichnet einen Punkt in Rj, wo 

(2) £±h 

gilt. 

Weiter 1st gultig 

( 3 ) (£ + « = 1 + * ® , 

so liegt 

( 4 ) £ + * 9 

auf 

(5) J+ et) 

(1) BlASCHKE, W. : Vorlesungen liber Differentialgeometrie III (1929), S. 908. 
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nicht, wo man 

( 6 ) I- = - 1 , e 2 = 0 
zur Folge hat. 

(D) Wir betrachten 

(1) T = I ia ‘ + ^ a n , 

wo a 1 einen Punkt in R, , a 11 eine Kugel in R s bezeichnet. 

Aus (1) folgt 

(2) (7T) = (; s /o n a", 

Oder 

(3) (TT) = (£) , 

wo skalare GrOszen bedeuten. Da liegt a 1 auf a”. 

(E) Wir betrachten 

( 1 ) 5 = J + i + e (i + i h) , 

wo j, j, 9, jj und die Kreise in R* bedeuten. Da gelten 
r = — 1 und s' = 0 , 

Aus (1) ergeben sich 

.»• 

(2) 1 = (X9) + * + e 0)S) + * e (h9) 

und 

( 3 ) 1 = (XS) + * fa I) + e (ii) + eifri), 

wenn 5 t> und s beruhrt. 

Aus (2) und (3) folgen 

( 4 ) 1 = cos + i + e cos <p t + i e cos <f s 

und 

( 5 ) 1 = cos <f 4 + i cos <ft + s cos f 6 + e * cos f e , 

wo <p der Winkel zwischen 5 und 9, <p t der zwischen l? und 5, <p z der 
zwischen \) und ij , <p, der zwischen s und j, <? r , der zwischen jund j, 
% der zwischen ij und s ist. 
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Nun setzen wir 
( 6 ) i = s- i\)+ 

so kann man aus (1) und (6) den Winkel zwischen 5 und j berechnen. 


( 3 ) 

Im folgenden mttchten wir 
(a) t) = 2 (5 ?) £ - $ 
betrachten c °. 

(A) Aus (a) folgt 

(1) (K) = 2(s f)(fC)-(lC), 

wo C» f, 8. 9 die Kreise in R, sind. 

Wenn C t) und 8 beriihrt, so folgt 

(2) 1 = 2 (s £) (C £) - 1 ; 
daraus folgt 

(3) l=(8f)(Cf). 

Aus (3) sieht man, dasz C auf c nicht senkrecht ist. 



(B) Aus 



(1) 

Q = 2 (8 £) £ — 8 

folgt 

(2) 

<U + 8}:2 = (5f)f 

oder 

(3) 

C<t> + 8>:2 = (8f)(Cf), 

Oder 

(4) 

0 = (8^)(Cf), 


(1) THOMSEN, G. : fiber konforme Geo., Abh. aus dem Math. Seminar, der Hamb. 
Univ., Bd. IV, S. 122. 
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wenn 

(5) (t) + 8 } : 2 J_ C 

gultig ist. 

Aus (5) kommt 

j J_ c Oder c _L f , 

(C) Aus 

b = 2 (5 c) £ - 5 

folgt 

t ) + 5 = 2 (5 c) ? 

Oder 

2 + 2 ( 1 ) 5 ) = 4 

Oder 

ft 8) = 1 . 

d. h. l) und 3 beriihren sich, wenn sich j und £ beriihren, wenn c, t), 
3 die Kreise in Rj sind. 

( 4 ) 

(A) Es sei 

( 1 ) /(£“) = const. [a = I, II, III] 

die Gleichung eines Kurvenpaars, so folgt 

( 2 ) *?)=/(?) 

Oder 

( 3 ) 3 // = 0 . 

wo s* [d=l, II, III] Kugeln in R s bedeuten. 

Bezeichnen wir mit p* , so kommt aus ( 3 ) 

( 4 ) p a ■ 6 f = 0 , 
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wo 

( 5 ) f* = ppx 

gilt. Da p beliegig gewahlt werden kann. 

Die Theorie der PFAFFschen Fonnen belehrt bekanntlich, dasz die 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen fur die Existenz einer 
derartigen Funktion / durch die Gleichung 


( 6 ) 



*?) 

2h\ 


= o 


gegeben sind. 


(B) 

( 1 ) 5* [a = I, II, III] 

Bezeichnet zwei Punkte P, Q in R, , wo 

(2) f 

die Kugeln in R, bedeuten. 

Femer bezeichnet 


( 3 ) J* [« = I, II, III] 

zwei Punkte L, M in Rj . 

Nun nehmen wir an, dasz P, Q, L, M auf einer Gerade l liegen, 
und definieren die zwei Punkte P und Q mit Hilfe einer quadratischen 
Gleichung 

( 4 ) Q r , A r A' = 0 , 

und ahnlich erweise L und M mit 


(5) R r ,^ r A' = 0. 

Das Tripelverhaltnis wird dann in folgender Weise dargestellt, 
wie man aus der Berechnung erkennt : 


( 6 ) 


(O; P, Q, L, M) 


R]i R a — Rii 
Rr,A^* Q It Qsj — Ql, ’ 


wo 0 ein fester Punkt auf l ist. 
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(C) Geben wir durch einen Punkt 5 drei Kugeln 

( 1 ) x* [« = I, II, ffl] 

. * 51 - 

in R, und durch einen weiteren Punkt 5 ebenfalls drei Kugeln y* vor, 
so gibt es genau vier MoBiustransformationen des R 3 -Raumes, die 
die Figur 

(2) {*>?) 

uberfuhren in die Figur 

* * 

(3) <u‘>. 

Wir konnen zunachst durch eine Ahnlichkeit 3 in 5* uberfuhren, 

— * 

dann gehen die dabei in drei Kugeln durch 3 uber. 

Nun kann man auf zwei verschiedene Weisen durch eine Kreis- 

* _ * 

verwandtschaft durch 5 eine x a in die 5“ uberfuhren. 

Auszer jeder solchen Kreisverwandtschaft haben wir dann nach 
dem eben ausgefuhrten noch zwei zugehdrige Transformationen des 
R,-Raumes. 

Diese vier Abbildungen sind nun auch die einzig moglichen. 

Denn die Figur 

* * 

(4) < 5S ‘} 

kann, wenn man die Identitat mitrechnet, nur nurch vier Transfor- 
mationen in sich ubergefuhrt werden. 

Zunachst gibt es zu der Identitat auf dem Punkte 5* zwei Kreis- 
verwandtschaften einmal die Identitat des R,-Raumes, dann die In- 
version an 5*, die alle Kugeln durch 3* in Ruhe lasst. 

Dann gibt es die Inversion auf 3*, die die Gerade durch die Kugeln 

* 

durch 3 punktweise in Ruhe lasst, und zu dieser gibt es zwei 
Transformationen im R 3 -Raum, von denen man wieder die eine aus 
der andem erhalt, indem man noch die Inversion an 3* ausfuhrt. 

Da die Figur 

(5) { S X‘> 

von 10 Bestimmungsstucken abhangt, ist unsere Gruppe der Abbil- 
dungen von Mobius im R s -Raum 10 gliedrig. 
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(D) Wir betrachten zwei Punktepaare C und C» die mit 
( 1 ) C = «i F + «n f “ + a m , 

und 

( 2 ) C = f 1 2 + «n + «m 

gegeben, wo c* und ?* Kugeln in R s und a„ , a a skalare Grdszen sind. 
Wenn 

(3) (f*f x )==0 

gilt, so fallen C und C miteinander zusammen. 

Wenn die Punkte C auf einer Flache g liegen, so folgt 

(4) (5K X ) = 0. 

Betreffs 

£ * = |cj|--h 0 , ? x = cif 1 ', |cj|-l =0 

kann man untersuchen wie in meiner Arbeit 05 . 

(E) 5 in 

( 1 ) 5 = s /»« w • s* 

a 

bezeichnen zwei Kurven in R 3 , wo 
( 2 ) [a = I, n, III] 

Kugeln in R, sind, da 

(3) SA"7.(()-ft«) = 0 

»i> 

giiltig ist. 

Weiter kann man untersuchen wie in Blaschkes Buch c,) . 

(Fj Wir behandeln zunachst den einfachsten Fall der linearen 
Transformationen, d. h. wir nehmen an, dasz der Ubergang von jc“ 
zu ? durch die Formeln 

(1) NAKAZIMA (=MATUHURA= MATUMURA), S.: Differentialgeometrie der 

Kreisscharen, X, XI, XII, Tohoku Math. Journ., Vol. 34 (1931), S. 187. 

(2) BLASCHKB, a. a. O., S. 435. 
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(1) S‘ = Ql»‘8 f , [«• i3 = I, II, III] 

gegeben sei, wo jc* und e" Kugeln in R* bedeuten. 

Die Determinante | Q'^ | sei von Null verschieden, so dasz auch 
die Umkehrung 

(2) f = P.\ £ 
existiert. 

Das System der Zahlen P? T heiszt invers zum System Q,® . 
Durchs Einsetzen von (2) in Cl) erhalt man die Identitat 

(3) E‘ = Q)“P?rE T = ^J T , 
wo Q'S P? T = o° gesetzt ist ; es ist also 

( (>* — 1 , wenn « = y ist, 

(4) 

("? — 0, wenn «=hr ist (sich nicht summiert ! ). 
Ebenso erhalt man durchs Einsetzen von (1) in (2) 

(5) P:\QV = <*?.. 

Das Zeichen soli stets fur das durch (4 ) definierte System von 
Zahlen reserviert bleiben, 

Wenn u die Koeffizienten einer invarianten Linearform / sind, so 
schreiben wir 

(6) [« --=1,11, III]. 

Ffihrt man die Transformation (1) aus, so erhalt man eine in 
den neuen Veranderlichen jc ebenfalls iineare Form 

(7) 

Wegen der Invarianz von / folgt 

(8) 7 = / = «.Q?? f 

so dasz 

( 9 ) Up — Qjt® m# 

ist. Multipliziert man (9) beiderseits mit P? T und summiert uber ,3, 
so folgt (CRAMERsche Regel) 
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(10) P? T % = P?t Qi>“ «. = <3? m« = «T . 

Die Umkehrung von (9) ist also 

(11) w„ = P:’, u t . 

Man nennt die u in diesem Fall die Bestimmungszahlen Oder 
Komponenten eines kovarianten Vektors «, . 

Eine Transformation sei von der Form 

(12) £ = £&) bzw. £ = £ (s) 
gegeben. 

Setzt man namlich 

( 13 ) Z£/d£ = Q-* und d£/d£ = P%, 
so folgen durch die Differentiation von ( 12 ) 

( 14 ) d£ = *£ /d£-d£ = Q f °d£ 

und 

( 15 ) d£ = *£/*£ -d£ = P%d£, 
wo P? ? und Q;“ zueinander invers sind. 

(G) Wir betrachten die neuen Kugeln 
( 1 ) s„ ( u\ w ! ) = at(u\ w ! ) e„ (u\ m ! ) , O, v = 1,2, 3, 4] 
in Rj, wo 

(2) E, 

Kugeln in R 3 sind. Da u' Parameter sind. 

Wir setzen 


(3) 


5. 


iii 

du‘ 



= gr , du' du * 


[r,s= 1,2]. 


Wenn (3) fur jede Transformation von den Parametem 
( 4 ) «' = «' (w\ m‘) , u 1 = u‘ («', «‘) 


invariant ist, d. h. 

( 5 ) g r . d« r d«’ = gv« du r du ‘ , 
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so folgt daraus 

( 6 ) g r , = g n • <V / 3w r • V' / ?>u ' . 

An (6) kann man erkennen, dasz g r , ein Tensor ist. 

Wir werden daher g r . als Fundamentaltensor fur die Massbestim- 
mung annehmen und fiihren eine RiEMANNsche Ubertragung, folglich 
die kovariante Differentierung im Sinne RiEMANNscher Geometrie, in 
unsere Theorie ein. 

Die kovariante partielle Ableitung eines kovarianten Vektors v, 
wird dann durch 


(7) 


dv r 

du' 


v, 


definiert, wobei 


( 8 ) 






as*/, 


und g"’ die kontravarianten Bestimmungszahlen des Tensors g,, sei, 
d. h. 


(9) 




Sw 

G 



S\\ &a “ Sh • 


Setzen wir femer 

(10) b I du< du" du ‘ , 

°u «« 

so folgt 

(11) g r 'a r « = 0. 

(H) Es sei 

( 1 ) /(*,?.) = «.,£“ f 

eine positiv definite quadratische Form. Fiihrt man fur die 3 Ver- 
anderlichen lineare Kombinationen aus zwei verschiedenen und nicht 
proportionalen anderen Reihen von Veranderlichen ein, setzt also 
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(2) s‘ = ^‘ + ^8‘. [a = I, II, III] , 
so erhalt man 

, ( Hh s) = a.n ( V + 5°) W + t l 8“) 

( 3 ) s 

( = a., [PW + Xp (if 5 f + 8 V) + ,/ j* j* 1 ] . 

LOst man die eckige Klammer auf und setzt 
= /(»),&), 

«.« t> V = c.o s* ^ = /to, a) = f(i, ti) , 

c.fS'i 1 ’ =/( 8. 5). 

so folgt 

( 5 ) /( S, S) = X* to, 9) + 2 ^ /*/to, 8) + j“7(8> 8) , 

da gilt 05 

(6) /to, 9)/ (8,8) “/to, 8/ "> 0. 

( I ) Wenn die Gleichung 
(1) F (j 1 , j 11 , S ,n , «) = 0 

mit einer willkurlichen Konstante m ein einfach unendliches Kurven- 
paar darstellt, indem die Gleichung F„ = 0 nicht infolge von F = 0 
allein gilt, so kommen die Scharen einhullender Kurven zu, sobald die 
durch 

( 2 ) F = 0 und F,« = 0 

bestimmten Schnittpunkte unendlich benachbarter Kurvenpaare der 
Schar als geometrische Orter das Kurvenpaar erzeugen, die alsdann 
die Einhullenden sind. 

Diese Einhullenden beriihren die einzelnen Kurvenpaare der Schar 
langs jener Schnittpunkten, wo j 1 , j ni und j m Kugeln in R 3 bedeuten. 

( J ) Wir betrachten 
( 1 ) T = ^a 1 + Q u + ain • 
wo a 1 , a u und a m Kugeln in R,, X t skalare GrOszen bedeuten. 

(1) LEVI-ClVITA, T.: Der Absolute Diffefentialkalkul, Berlin, (1928), S. 53. 
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T in (1 bezeichnet das Punktpaar in R s . 
Aus (1) folgt 

(2) (7’7') = SA 1 ^ (a‘ a*) = 0 

i, t-i 

Oder 

(3) ( T T) = a ik Kh = Q, 
wo 

( 4 ) a" = (aV) 
gesetztzt ist. 


( 5 ) 

(A) Wir kOnnen zwei neue Ebenen 

(1) = [« = i, ii] 

(i-i 

als Linearkombinationen der s* einfiihren mit Koeffizienten cj , deren 
Determinante 

(2) !cj H=o 

sein muss, wenn jr T und jr IT nicht proportional werden sollen, und kon- 

* 

nen dann ebensogut mit )r‘ eine Gerade dargestellen, wo 
( 3 ) O = I, II] 

die Ebenen bedeuten. 

Soli ein Ausdruck in den Koordinaten der Ebenen 

( 4 ) f, l)*, 5 *. ... , [« = I, II] , 

mit deren Hilfe wir eine Anzahl von Geraden festlegen, nur von der 
geometrischen Figur der Gerade abhangen, nicht aber von den sie 
festlegenden Ebenen, so muss er unverandert bleiben bei Substitu- 
tionen von der Art (1). 

Wir wollen (1) auch die Buscheltransformationen der Ebene T 
nennen. 

Wir betrachten zunachst eine Grade . 
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Bilden wir das System der Skalarprodukte 

(5) (ff) = A'\ 

so haben wir in A*' 11 ein Grdszensystem, das sich nach (1) in folgender 
Weise substituiert : 

(6) A“'’ = c?cSA« [A^ = (H f )3- 

Hier laufen alle Indizes von I bis II, und es ist uber doppelt vor- 
kommende Indizes auf der rechten Seite zu summieren. 

Fur der Gerade T gehOrigen Tensor A*" gilt 

( 7 ) A*" = A 1 ’ 8 

und auch dass sich femer die Determinante 
( 8 ) A = | A 8 M 

nach 

(9) A* = | Cp - A 
substituiert. 

Wollen wir nun eine eigentliche reelle Gerade haben, so miissen 
wir die Determinante 

(10) A > 0 

voraussetzen. 

Fur 

(11) A = 0 

schrumpft die Gerade auf einen Punkt zusammen, da sich dann die 
>* beruhren, und fiir 

(12) A > 0 

ist er imaginar. 

Ist 

(13) A*' = 0, 

so erhalten wir im komplexen Gebiet als Ausartung eine Minimal- 
gerade. 
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Setzen wir 

(14) A ’ o 

voraus, so gibt es in dem Biischel der Ebenen j® zwei, allerdings nicht 
reelle, die in Punkt ausarten, die sogenannten Scheitel der Gerade. 
Kombiniert sich ein Scheitel u aus den j* mit Koeffizienten p * : 

(15) u = 
so muss gelten: 

(16) (uu) — p* p f A af = 0 

und diese quadratische Gleichung in den homogen Grdssen p, hat zwei 
Lfisungen, die wegen 

(17) A > 0 
konjugiert komplex sind. 

Im folgenden wertlen wir neben dem GrOssensystem A** ein 
anderes, gleichfalls symmetrisches A. ff verwenden, das wir mit un- 
teren Indizes schreiben, und das sich nach 

(18) A„ = A- s /A , A 1S = — A“/A , A a = A n /A 

aus den A°'' bestimmt. 

Es gilt dann 

(19) 
und femer 

(20) 3 A ®* 1 A ei , = 1 . 

Aus der Invarianz der linken Seite von < 20 ) ersieht man, dass 
A,, ein kovarianter Tensor ist. 

Man nennt ihn den zu A a! ' rezipriken Tensor. 

Da die Tensoren spielen werden, wollen wir uns folgender Schreib- 
weise bedienen : 

Haben wir einen kontravarianten Vektor X® definiert, so schreiben 
wir X, fur A., X 1 * und nennen X» den zu X® gehorigen kovarianten 
Vektor. 
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In der Tat ist X s ein solcher, denn es gilt 

(21) A„X* = clc\ A TS X J = cl A T4 X* . 

Ebenso gehflrt zu Y« der zugehCrige kontravariante Vektor 

(22) Y* = A*" Y„ . 

Wir betrachten zwei Geranden © und ©, die durch die beiden 
Ebenepaare j* und i x [a, 1=1, II] dargestellt sind. 

Wir definieren analog zu (5) 

(23) A *'* = (?'?) mit A Xlt = A^ 
und setzen 

(24) A=|A x,l |>0 
voraus. 

Dann haben wir fur © die Biischeltransformationen 

(25) l x = cl? 
zu berucksichtigen. 

Die c£ in (25) sind aber von den c® in (1) vdllig unabhangige 
neue GrSszen. 

Daher haben wir unter Vektoren und Tensoren beziiglich der 
Biischeltransformationen von © einerseits und von © andererseits zu 
unterscheiden. 

In 

(26) S‘ x -(s‘s x ) 

haben wir ein GrOssensystem, bei dem beide Arten von Indizes vor- 

kommen, einen ,gemischten u Tensor, der sich nach 

(27) S‘ x = c;ciS>' 11 
transforxniert. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix 

(28) || S 1 » S M 'i ? f l| — 0 

ist, wo eine lineare Beziehung der Form 
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(29) = 
besteht. 

Die Bedeutung von (29) ist aber die, dass es eine Ebene 

(30) 8 = ^ 1 “ 

gibt, auf der beide Geraden liegen. 

Weiter kann man untersuchen wie in meiner Arbeit 05 . 

(31) f [« = I,H, HI] 

bezeichnet den Punkt in R 3 , wo Ebenen in R 3 sind. 

Bezuglich (31) kann man untersuchen wie oben. 

Man kann den obenerwahnten Punkt zum n-dimensionalen Raum 
erweitem. 

(B) Wir betrachten eine Figur F, die aus n Kugeln 

(1) j.;° [« = I,II 
in Rx besteht. 

Wir konnen n neue Kugeln 

(2) J* = ±CSS» [a = 1,11, ...,«) 

l>-i 

als Linearkombinationen der einfuhren mit Koeffizienten c ° , deren 
Determ inante 

(3) | c; m=o 

* S| * 

sein muss, wenn i l , , ... und nicht proportional werden sollen, 

* 

und kOnnen dann ebensogut durch die i;“ unsere Figur F darstellen. 
Ein Ausdruck in den 

(4 ) S\ h“, S’, — [« = I, II, •••,«], 

mit deren Hilfe wir eine Anzahl von F festlegen, soli nur von der 
geometrischen Figur der F abhangen. 

Wir wollen (2) auch die Biischeltransformationen der F nennen. 
Wir betrachten zunachst eine F 5 * . 

(1) NAKAZIMA (== MATUMURA = MATSUMURA , S.: Diffcrentialgeometrie der 

Kreisscharen, X, XI, XII, Tohoku Math. Journ., Vol. 34 (1921), S. 187. 
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Bilden wir das System der Skalarprodukte 

(5) (E‘E ? ) = A“% 

so haben wir in A®' ein GrOszensystem, das sich nach (2) in folgender 
Weise substituiert : 

(6) A af = Cfd A T * [A‘ f = (j® f] . 

Hier laufen alle Indizes von I bis n, und es ist uber n *mal vor.- 
kommende Indizes auf der rechten Seite zu summieren. 

Fur 

( 7 ) A‘ ? 
gilt 

( 8 ) A'" = A 11 ® 

und auch dasz sich femer die Determinate 
( 9 ) A = | A”" | 

nach 

(10) A* = 1 c ? I s * A 
substituiert. 

Wollen wir nun eine eigentliche reelle F haben, so mussen wir 
die Determinate 

(11) A > 0 
voraussetzen. 

Wir betrachten zwei F und F, die durch die beiden Kugeln 

(12) e* und ? [«, >1=1,11, 

dargestellt sind. 

Wir definieren analog zu (5) 

(13) A^ = (e x ?) mit A >tl = A^ 


und setzen 

(14) A = | A* 1 * | > 0 
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voraus. Dann mussen wir fiir F die Biischeltransformationen 

(15) 

berucksichtigen. 

Die c{l in (15) sind aber von den c* in (2) vOllig unabhangige 
neue GrOszen. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix 

(16) l| s’, s n , K\ ?, s”, E" ;;-s0 
ist, wo eine lineare Beziehung der Form 

(17) = 
besteht. 

Die Bedeutung von (17) ist aber die, dass es 

h = X" = X* 

gibt. 

Weiter kann man untersuchen wie in meiner Arbeit 05 . 

(C) Wir kOnnen zwei neue Flachen 

(1) lr = y ct f [« = ui] 

p-i 

als Linearkombinationen der y* einfuhren mit Koeffizienten cl , deren 
Determinante 

(2) \c% 14=0 

* * 

sein muss, wenn e* und y” nicht proportional werden sollen, und kbn- 

* 

nen dann ebensogut durch die y* unsere Kurve darstellen. 

Soli ein Ausdruck in den Koordinaten der Flachen 

(3) s‘, s', [« = i, n] , 

mit deren Hilfe wir eine Anzahl von Kurven festlegen, nur von der 
geometrischen Figur der Flachen abhangen, nicht aber von den sie 
festlegenden Flachen, so muss er unverandert bleiben bei Substitu- 
tionen von der Art (1). 

(1) NAKAZIMA, S. : Differentialgco. der Kreisscharen, X, XI, XII, Tdhoku Math. 
Journ., Vol. 34 (1931), S. 196. 
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Dabei werden wir fur die verschiedenen Flachen die Substitu- 
tionen (1) mit verschiedenen Koffizientensystemen haben. 

Wir wollen (1) auch die Bfischeltransformationen der Kurve g 
nennen. 

Betrachten wir zunachst eine Kurve j® . 

Bilden wir das System der Skalarprodukte 

(4) (E* S") = A® 1 * . 

so haben wir in A® J ein Grbssensystem, das sich nach (1) in folgender 
Weise substituiert : 

( 5 ) A®’ = c\ cl A T5 [A®> = (s’ f)] ■ 

Hier laufen alle Indizes von I bis II, und es ist iiber doppelt vor- 
kommende Indizes auf der rechten Seite zu summieren. 

Aus (4) gilt 

( 6 ) A al ' = A M 
und femer ist giiltig 

(7) A* = |c;|* - A, 

wo 

( 8 ) A = | | . 

Wollen wir nun eine eigentliche reelle Kurve haben, so mussen 
wir die Determinante 

( 9 ) A - 0 

voraussetzen. 

Weiter kann man untersuchen wie in meiner Arbeit (,) . 

(D) Wir kOnnen n neue Flachen 
CD = [a = I, II n] 

P»I 

als Linearkombinationen der s“ einfuhren mit Koffizienten c* , deren 
Determinante 


(1) Vgl. (A) in (5). 
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(2) |c?| + 0 

* * * 

sein muss, wenn j', j n , ... und jc" nicht proportional werden sollen, 
und kOnnen dann ebensogut mit £ unsere Punkte darstellen, wo 

(3) S 

die Flache in R 3 bedeutet. 

Ein Ausdruck in den Koordinaten der Flachen 

( 4 ) £, b*, £, — [« = I, II, «] , 

mit deren Hilfe wir eine Anzahl der Punkte festlegen, soil nur von 
der geometrischen Figur der Punkte abhangen. 

Wir wollen ( 1) die Biischeltransformationen des Punktes p nennen. 
Wir betrachten zunachst ein System der Punkte £. 

Bilden wir das System der Skalarprodukte 

(5) (££) = A‘\ 

so haben wir in A’ 1 * ein Grbssensystem, das sich nach (1) in folgender 
Weise substituiert : 

(6) A«’ = cSc8A T * [A°> = (£ f)l • 

Hier laufen alle Indizes von I bis n. 

Weiter gelten 



’(7) 

A-» = 

: A"“ 

und 

(8 ) 

A* = 

kJ!‘ 

wo 

(9) 

A = | 

A** 1 

ist. 





Wir betrachten zwei Systeme der Punkte 

(10) p und p, 

die durch die beiden Flachenpaare 

(11) £ und [a, X = I, II n] 

dargestellt sind. 
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Wir definieren 

(12) = mit Hilfe von A" 1 2 = A 1 ** 

und setzen 

(13) A = | A Xlt | 0 

voraus. 

Dann haben wir fur p die Biischeltransfbrmationen 

(14) t = cl E 1 * 
zu berucksichtigen. 

Die in (14) sind aber von den c* in (1) vOllig unabhangige 
neue Grfiszen. 

Wenn 

(15) II K 1 . f S ( "\ ?, ?, S-MI-0 

gilt, so folgt 

(16) = 

Weiter kann man untersuchen wie oben. 

( 6 ) 


Im folgenden mOchten wir 

(a) m), (W, (MO, (=1) 

darlegen CI) . 

(A) Kreispunktpolaren sind die Polaren der unendlich femen 
Kreispunkte in bezug auf einen Kegelschnitt. 

Die dutch die Kreispunktpolaren der DuPiNschen Indikatrix auf 
einer Flache bestimmten (stets imaginaren) Kurven nennt Neuen- 
dorff c,) Kreispunktpolarkurven. 

(1) NAKAZIMA, S. : Kugelgeo. von MOBIUS, Mem, of the Fac. of Sci. and Agri., 
Taihoku Imp, Univ., Vol. 2, S. 36. 

(2) NEtJENDORFF, R.: Zur Theorie der Kreispunktpolarkurven, Joum. fur Math. 
137, S. 145. 
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Sie sind zu den Minimallinien konjugiert. 

Wahlt man sie zu Parameterlinien, so musz sein 

, 1 > (M«) _ (M*) _ 2(0A)M „ 

(1) N LN+TVF R ' ' 

auf der Kreisflache, wo R, , Rj die Hauptkriimmungsradien, L, M, N 
der Fundamentalgrbszen zweiter Oidnung im Sinne der gewOnlichen 
Differentialgeometrie bedeuten. 

Aus (1) kann man untersuchen die Kreisflachen wie in Neuen- 
dorffs Arbeit. 

Aus (1) ersieht man, dasz 

.(2) Ldt+ Jz*L±W-dtdr + Ndr s = 0 
M 

die Gleichung der Minimallinien auf unserer Kreisflache (K) 1st. 

Aus (2) kann man die folgenden Satze erhalten. 

(1) Wenn 

LN + M J = 0 , M + 0 

gilt, so sind beide Scharen von Minimallinien ( 2) aufeinander senkrecht. 

(2) Die Tangenten der beiden Parameterlinien in einem Kreis- 
flachenpunkte (t, r) sind dann und nur dann Minimalgeraden, wenn 
fur diesen Punkt die Fundamentalgroszen 

L = 0, N = 0 

giiltig sind. 

(3) Von den Tangenten eines Kreisflachenpunktes ( t , r) existieren 
zwei und nur zwei Minimalgeraden. 

Die zu ihnen gehorigen Fortschreitungsrichtungen (dr : dt) voerden 
durch die Gleichung 

\Mdf + {LN + M*} dtdr + NMdr- = 0 

bestimmt. 

Die beiden Minimalgeraden fallen miteinander nicht zusammen. 

(4) Zwei Fortschreitungsrichtungen ( k ,) und (£,) eines Kreis • 
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flachenpunktes ( t , r). die nicht seinen Minimaltangenten angehoren, sind 
dann und nur dann aufeinander senkrecht, wentt sie der Bedingung 

L + {LN + M ! } {£, + k t ) + NM k, k t = 0 

Geniige leisten. 

(5) 1st identisch mit dem Netze 

A (t, r)df + 2B(t, T)dtdr + C (t, r)rfr« = 0, 

das dutch 

IMdf + {LN + M*} dtdr + NMdr‘ = 0 
definiert ist, so jolgt 

A : B : C = LM : (LN + M*} : NM . 

(6) Ein Kurvennetz 

A ( t , t) df + 2 B ( t , r) dt dr + C ( t , r) dr* = 0 

auf einer Kreisfldche (K) ist dann und nur dann ein Orthogonalsystem , 
wenn 

LMC - 2 {LN + M 1 } B + NMA = 0 
ist. 

(7) Definiert die Differentialgleichung 

dr/dt = ^ (t, r) 

auf einer Kreisfldche keine Schar von Mimmalkurven, so lautet die 
Differentialgleichung der Kurven, die auf die dutch diese Gleichung 
definierten einfach unendlich vielen Kurven senrecht sind: 

dr LN + {LN + M*} A 

dt {LN + M*} + NM * 

(8) Um zwei Kreisfldchen (K) und (K) aufeinander abzubilden, 
musz man solche Parameter auf beiden Kreisfldchen (K) und (K) ein- 
fiihren, in denen 

LM: {LN + M 5 } :NM = LM: {L N + M*} : N M 


giiltig ist. 
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( 9) Wird eine reelle Kreisflache Punkt fur Punkt, aber nicht kon- 
form, auf eine andere reelle Kreisflache abgebildet, so gibt es ein und 
nur ein Orthogonalsystem auf der einen Kreisflache, dem auf der an- 
deren Kreisflache wieder ein Orthogonalsystem entspricht, und diese 
beiden Orthogonalsysteme sind reell, wo jene Orthogonalsysteme durch 
die Differentialgleichung 



d r* 

LM 

LM : 



—dtdr 

LN + M* 

LN + M 1 

= 0 


df 

NM 

NM 


zwischen t und 

r definiert. 




(10) Die Formal fur das Kriimmungsmasz des zu einer Fortschrei- 
tungsrichtung k oder dr : dt von einem Kreisflachenpunkte (/, r) aus 
gehorig/en Normalschnittes der Kreisflache ist 


u- 

LM 

L i 



-k 

LN + M 2 

M =0. 



1 

NM 

N | 

u. s. w. . 

(Bj Im folgenden mdchten wir die Loxodromen darlegen, nam- 


lich diejenigen Kurven auf unseren beliebigen Kreisflachen (K), welche 
eine Kurvenschar unter dem konstanten Winkel schneiden. 

Wenn 

( 1 ) t = const. , 

die betreffende Kurve ist, so ist die Gleichung der Loxodromen 

(■ 2 ) {(0,0,) (0,0,) - (Ofi,f) d-‘ = (t {(0,0,) dt + (0,0,) dr) 1 , 

wo a in Dinas Arbeit 05 steht. 

Wenn 

(1) DINA, C.: Sopra una curva particolare giacentc sopra una superficie in generate, 

Giornale matematico ad nso deglt studenti delle universita italiane publicate per 

cura del G. BATTAGLINI, XIX, p. 298. 
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(3) a = 0, (0A)(M,)*(W, 

so folgt aus (2) 

( 4 ) r — const. . 

Weiter gilt 

( 5 ) me,) (MO - ( W> dr* = <(M.) dt + ( w dr}* , 

wenn 

(6) a — \ 

folgt. 

Wenn 

(7) (M.)(M0-(W, 
so folgt aus (2) 

(8) (Wdf + (Wdr-0. 

(C) Wir betrachten eine Kreisflache (K), deren Bogenelement ist 
( 1 ) ds’ = 1/A . {(6 t e,) dt + (MO dr : } , 
da 

(2) A = const., (0'0,)=f(t), (M0“P(0 

gilt. 

Indem man 

( 3 ) J /A'-W dt 

und 

( 4 ) $ i/A-‘(M0 dr 

als nene Parameter 7 und 7 einfuhrt, bringt es alsdann die Form : 
(5) ds* = d ? + d 7* . 

Dies aber ist das Quadrat des Bogenelements in der Ebene mit 
den rechtwinkligen Koordinaten T, 7, so dasz die Kreisflache (K) ab- 
wickelbar ware. 
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(D) Nimmt das Quadrat des Linienelements die Form 

( 1 ) <*r = (9,9,) df + dT* 
an, so folgt 

(2) (9,9,) = 0. 

Betrachten wir den Bogen einer beliebigen Linie t , die zwischen 
zwei festen Kurven der Schar r , etwa 

( 3 ) r = r„ , t = r t 

liegt, so ist seine Lange durch das Integral 

(4) pdr = r 1 — r, 

gegeben, das von t ganz unabhangig ist. 

Wird das Quadrat des Linienelementes in der Form ( 1 ) dargestellt, 
so wird ein Stuck der Kreisflachg dargestellt durch 

(5) \W{d,0,) dtdr . 

Sucht man nun irgend zwei Funktionen a der Art cl) , dasz 

( 6 ) t - 3 < t /zt = V{e,e,) 

ist, so wird das Doppelintegral reduziert auf 
(7 ) - \ (»dt + <TdT), 

welches sich auf den Rand bezieht ; also muss nach den Prinzipien 
der Variationsrechnung fur eine Kurve mit konstanter geodatischer 
Krummung im oben gegebenen Sinne die erste Variation des Intergales 

( 8 ) 5 [(V (9,9,) iff + d~ l + k (»dt + <r dr)] 

verschwinden, wo k eine willkurliche Konstante bedeutet, 

Nach einem allgemeinen Theorem von Jacobi kann man nun 
weiter so verfahren. 

V sei eine Funktion von t und r, welche der Differentialgleichung 

(1) DARBOUX, G. : Sur les cercles g£od6siques, Comptes Rendus hebdoraadaires des 
stances de l’Academie deg Sciences, Paris, XCVI, p. 54. 
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geniigt 


(9) 


(«W - k»f 

m) 


3V 

dr 



i, 


und welche die willkiirliche Grdsze a enthalt. 
Dann gibt die Gleichung 


(10) dV/da = l 3, 


wo /5 eine andere Konstante bedeutet, die endliche Gleichung der 
geodatisch konstant gekriimmten Kurven an. 

Diese Gleichung enthalt drei willkiirliche Konstanten a, k und 
die Tangente in jedem Punkte der Kurve ist bestimmt durch die 
Gleichungen 


(ID 


(0,0.) Ai- 

ds 


kd + 


3V 
dt ’ 




1st 

(12) <Pt,*) = const. 


die Gleichung einer Kurvenschar einer Kreisflache, so werden deren 
orthogonale Trojektorien bekanntlich dargestellt durch : 



In dem Falle (1) folgt aus (1), (2) und (13) 

(15) (9 t 0 t )-&-dl--%Ldr = O. 

(E) Im folgenden mdchten wir die aquivalente Abbildung einer 
Umdrehungskreisflache auf einer Ebene behandelen. 

Ist namlich das Quadrat des Linienelementes der Umdrehungs- 
flache 

(1) d^ = (0,0 l )df + dr\ 

so ist z. B. eine solche Abbildung dargestellt durch die Gleichungen : 
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( 2 ) X = -“- J Vm) dr, Y = 

wo k die konstante Kreisflachenvergrdsserung und a eine beliebige 
Konstante bedeutet <1;> . 

Sind namlich zwei Kreisflachen in den Parametem t', r' dar- 
gestellt, also in beliebiger Weise auf einander abgebildet, so werden 
die Liniensysteme, die in beiden Kreisflachen zugleich Orthogonal- 
systeme sind, bestimmt durch die Bedingung 

(3) {( 0 , 0 ,) ( 0 , 0 ,),- 

+ {(0,0,) (0,0,), - (0,0,) ( 0 , 0 ,),) dt'dr' 

+ (0,0-. ), - (0-0,) (0,0,),) dr* = o , 

wo (0,0, \ (0,0,), (0,0-.); (0,0,),, (0,0,),, (0,0,), die Fundamentalgroszen 
unserer Kreisflachen bezeichnen. 

Weiter kann man untersuchen die Kreisflachen wie in Korkines f:> 
Arbeit. 

(F; Die Aufgabe der Bekleidung einer Kreisflache (K) ist 
identisch mit der Zuruckfiihrung der Quadrats ihres Linienelements 
auf die Form 


(1) df + 2(0,0,) dt dr + dr". 

Der Kosinus des Winkels </ der zu k—dr : dt und *=dr : dt auf 
(K) gehdrigen Fortschreitungsrichtungen ist. 


(2 ) 


cos« = 


1 + (0,0,) {k + z} + kx 
i / l + 2( 0,0,) k + V\ + 2 (0,0,) k+x* 


Weiter ist die Differentialgleichung der Kriimmungskurven 


(3) 


d r ! 

—dt dr 
df 


1 L | 

i 

(0,0,) M |=0, 

1 N ! 


(1) KORKINE, A.: Sur les kartes geographiques, Math. Ann. XXXV, S. 588. 

(2) KORKINE, a. a. O., S. 589. 
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wo L, M, N die Fundamentalgrflszen zweiter Ordnung im Sinne der 
gewOnlichen Differentialgeometrie bedeuten. 

Wir haben 

( 4 ) sin a> = y/1 — , 

und 

( 5 ) cos o) = (0,6 ^) , 

wo o) in Schffers Buch (I) steht. 

Definiert die Differentialgleichung 

( 6 ) dr/dt = A (t, r) 

auf einer (K) keine Schar von Minimalkurven, so lautet die Differential- 
gleichung der Kurven, die auf die durch diese Gleichung difinierten 
einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind : 

f7) dr (WH 1 

^ ’ dt A + {6ft J • 

Ein Kurvennetz 

( 8 ) A (t, r )df + 2B (t, r) dt dr + C(t, r) dr' = 0 

auf einer (K) ist dann und nur dann ein Orthogonalsystem, wenn 

(9) C-2(WB + A = 0 
gilt. 

Aus (1) ersieht man, dasz die Differentialgleichung der Minimal- 
linien auf (K) mit 

(10) df + 2 (Oft,) dt dr + dr 1 = 0 

gegeben ist. 

(10) zerlegt sich: 

(11) [dt + <(0A) + i VI - (W) dr] 

x [dt+ {(0A) - i V 1—Wfitf) dr] = 0 . 

(1) SCHEFFERS, G. : Einfuhrung in die Theorie der Flachen, Berlin und Leipzig, 
1922, S. 3 6 ,. 
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(G) Betrachten wir Rachmaninows Arbeit in dem Falle der 
Kreisflache, so gilt 

f* Tt,« /(W/TW , P = T(,< = Tr.-c , 

(1) , 

(v — T,., 

anstatt 

(^ = — T,.,„ V' G/E , p — T„,« = T„,„ , 

(2 ) ] 

(*=- T w , t /E/G; 

daraus kann man weiter Rachmaninows Arbeit in dem Falle der 
Kreisflache (1) untersuchen. 


(H) Im folgenden mOchten wir die Kreisflachen (F) betrachten, 
deren Bogeneletnent die Form 

( 1 ) ds~ = (t + r)~ df 4- 2 (£ 4- dt d? -t- dr* 

hat, wo ( 0,0, ) = (t 4- r) 2 , (0,0,) = (/ + r) . 

Aus (1) orsieht man, dasz die Gleichung der Minimallien 

( 2 ) (f + ~) 2 dt' 4- 2 (£ 4- r) d/ dr + dr* = 0 


ist, Oder aus (2) sich ergibt: 

( 3 ) (£ 4- r)d/ 4- dr = 0. 

Der Kosinus des Winkels a der zu k=dr:dt und *=d~:dt auf 
(F) gehdrigen Fortschreitungsrichtungen ist : 


(4) 


cos « = 


(f+r> 2 -h (/ 4~r)(^4“ X) + k* 
[(£4-r) 4* ^?][(£4"r) 4- *] 


Weiter kann man wissen, dasz ein Kurvennetz 
( 5 ) A (t, T) df + 2 B (t, r) dt dT + C (#, r) dr 2 =- 0 
auf (K) dann und nur dann ein Orthogonalsystem ist, wenn 
(6) (<+ r/ C — 2 (f 4-r) B 4- A = 0 

ist. 

Definiert die Differentialgleichung 


(1) RACHMANINOw, J.: Gleichgewicht einer biegsamen unausdehnbaren Flrlche, 
Mosk. Math. Samml. XIX, p. 110 (Russisch, 1895). 
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( 7 ) dr/dt = A (t, r) 

auf einer (K) keine Schar der Minimalkurven, so lautet die Differential- 
gleichung der Kurven, die auf die durch diese Gleichung definierten 
einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind : 

/ q \ dr (t + r)* + ( f+ r) A 

dt (t + r) + A 

Die Parameterlinien einer (K) hilden ein Kurvennetz ohne Um- 
wege nicht, denn 

(9) -— ( a-— + ° 

or 

ist giiltig. 

Weiter kann man untersuchen die Satze in der gewdhnlichen 
Differentialgeometrie in unserem Falle. 

( I ) Im folgenden mdchten wir die Kreisflachen (S) betrachten, 
deren Bogenelement bie Form 

( 1 ) ds‘ = f df + 2 t dt dr + d' 1 

hat, wo 

(e t e t ) = f, ( W = t , (Mt)»l 

ist. 

Aus (1) ersieht man, dasz die Gleichung der Minimallinien 

(2) fdt + 2tdtdr + dr* = 0 
ist oder aus (2) sich ergibt: 

(3) tdt + dr = 0. 

Der Kosinus des Winkels « der zu 
k = dr : dt 

und 

~k = dr : dt 

auf (S) gehdrigen Fortschreitungsrichtungen ist: 
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( 4 ) t_+2t(k + k) + kk 

' / ?+2tk+#v'f + 2tk+tf 

Weiter kann man wissen, dasz ein Kurvennetz 
( 5 ) A (t, r) dt + 2 B (t, r) dt dr + C ( t , r) dr * = 0 

auf (S) dann und nur dann ein Orthogonalsystem ist, wenn 
(6) <*C — 2fB + A = 0 


Definiert die Differentialgleichung 
( 7 ) dr/dt = X ( t , r) 

auf einer (S) keine Schar der Minimalkurven, so lautet die Differential- 
gleichung der Kurven, die auf die durch diese Gleichung definierten 
einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind : 

/ o \ dr *4* 1 1 

(8) -df-~—rr- 

Die Parameterlinien einer (S) bilden ein Kurvennetz ohne Umwege, 


(9) dt/dr = 0 

ist giiltig. 

Weiter kann man untersuchen die Satze in der gewdnlichen Dif- 
ferentialgeometrie in unserem Falle. 


(J) 1st 


ds* = dt + dr - 


das Bogenelement einer Kreisflache 
(S): y. = S (t,r), 

bezogen auf isometrische Parameter t, r, so erzeugen die Geraden 
die Punkte 


( 2 ) * = 

parallel mit Kreisflachennormalen in j ein Strahlensystem (C), dessen 
Geraden die Mittenflache der Kongruenz in den Punkten M' treffen. 
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Die Punkte M' liegen auf den Tangentialebenen der Punkte M (j) 
von (S) im Falle von Minimalflachen, Torsen, Spiralflachen und deren 
Biegungs verwandten . 

Fur die letzte dieser Flachenklassen ergibt sich (l) : 

( 3 ) 1 =e-T, T = T (r) . 

(K) Wir betrachten im folgenden die in der Geometrie aus Un- 
tersuchungen von Tschebyscheff bekannten Kurvennetzen aus Asymp- 
totenlinien auf Kreisflachen mit (8fi,) = (0 X 0 T ) = 1 , fur die das Bo- 
genelement die Form hat : 

(1) ds* = df + dr 1 + 2 dt dr cos2 a, (0,O X ) = cos 2 « , 

wo 2 a=Winkel der Asymptotenlinien, t, t deren Parameter bedeuten. 

Aus (1) ersieht man, dasz die Gleichung von Minimallinien auf 
unserer Flache ist : 

( 2 ) df + dr* + 2 dt dr cos 2 « = 0 . 

Weiter kann man untersuchen wie in (I). 


(1) Vgl. DELGLEIZE, A. : Sur la theorie des congruences et la deformation infini* 
ment petite des surfaces, Memoires Liege (3) 18, Nr. I, p. 24. 
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Im folgenden mfichten wir iiber die Theorie der Kreise und Kugeln 
einige Bemerkungen machen. 


( 1 ) 

Zunachst behandeln ri) wir 
i A i [0,0,), [0,0.), (6.6 .) . 

I A) Die Koordinaten eines Punktes M einer Kreisflache seien 
durch die Krummungsparameter t und r dargestellt, und es sei das 
Quadrat des Linienelements c,) 

(1) d£ = l/l-{[O,0,)df + (O t »-)dr»> , (0,0.) — 0. 

r, und r, seien die beiden Hauptkriimmungsradien. 

Die Kreisflache sei in der bekannten Weise auf die Gausssche 
Kugel abgebildet, d. h. so, dass in den entsprechenden Punkten die 
Normalen beider Kreisflachen gleichgerichtet sind. 

Sucht man nun diejenigen Elemente in M, welche mit den ent- 
sprechenden Elementen der Kugel einen gegebenen Winkel bilden, 
dessen Kosinus A gleich sei, so erhalt man die Differentialgleichung 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agn., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Japan, Vol. XXVI, 
No. 4, July, 1939.] 

(1/ Nakazima, S.: Kugelgeo. von Mobius, Mem. of the Fac. of Sri. Agri., Taihoku 
Imp. Univ., Vol. II, S. 36. 
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2 ) 


' (M ' )S fl-A J )dr 4 +(^,)(Mx)S-?- -A( \ 
r\ ( r x r 2 \ r\ 




dfdr°-+ {W? (1 -A") dl* — 0 . 

n 


Es gibt also in jedem Punkte im allgemeinen vier Richtungen, 
welche die Bedingung erfullen' 0 . 

1st 


A = 1 , 

so folgt aus (2) 

i 3 ) dt — const oder ~ = const. . 

(3) ist die Gleichung in unserem Falle. 
Wenn 


(4) (M«)=0, 

so folgt aus (2) 

( 5 ) t — const. . 
Wenn 


( 6 ) { 6 , 6 ,) - 0 , 

so kommt aus (2) 

( 7 ) r = const. . 

Da 

(8) A + l. 

(B) Wir betrachten femer, in dem Falle, wo sich das Quadrat 
des Linienelementes ds 8 sich folgendenmassen darstellen lasst <8) : 

( 1 ) ds 8 = (1 + ar + b**) d? + dr" , 

folgt die Gleichung von Minimallinien auf unserer Kreisflache (K), die 
mit 


1) RUFFINI, F. P. : Die alcune proprieta della rappresentazione suferica del GAUSS, 
Bologna Mem. (4), VIII, p. 661. 

2' Vgl. PlRONDINI, G.: Sur les surfaces de revolution, Nonv. Ann. (3 VII, p.486. 
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( 2 ) (1 + ar + b?*)dt' + dr 2 = 0 

versehen ist, wo a und b Konstanten bedeuten. 
Aus ( 1 ) ersieht man, dasz 

( 3 ) l const. 

und 

( 4 ) r =- const. 

zueinander senkrecht seien. 

Ist 


( 5 ) 


1 4 a~ + ft’ 2 — 0 oder r — 


— t i V — 4 ft 
2ft 


in (2', so folgt aus < 2 ) 

( 6 ) r = const. 

(6) sind unsere Minimallinien. 

Ein Kurvennetz 

[ 7 ) A(/,:)^ + 2B(/,:)d/rfr + C(f,:)rf: j =.'0 

auf unserer Kreisflache ist dann und nur dann ein Orthogonalsystem, 
wenn 


( 8 ) (1 ■+■ -f ft~“) C + A — 0 

giiltig ist. 

Aus (8) ersieht man, dasz B beliegig ist. 

Definiert die Differentialgleichung 

( 9 ) d’/dt - / (/, r) 

auf einer unserer Kreisflachen keine Schar von Minimalkurven, so 
lautet die Differentialgleichung der Kurven, die zu den durch diese 
Gleichung definierten einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind : 


( 10 ) 


1 -f q~ + b~" 
A 


Wenn 


dr 

dt 
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( 11 ) ar + br- = 0 Oder r = 0 , a + br = 0 
gilt, so folgt aus (2) 

( 12 ) d? + dr 1 = 0 . 

Weiter kann man wissen, dasz die Parameterlinien unserer Kreis- 
flachen ein Kurvennetz ohne Umwege bilden, wenn 

( 13) = o Oder a + 2b- = 0 

or 

gtiltig ist. 

(C) Das Linienelement d S auf einem Helikoid (Schraubenkreis- 
flache, erzeugt von einer beliebigen Kurve r durch die gleichzeitige 
Rotation und proportionale axiale Verschiebung) wird in der Form 
dargestellt : 

(1) dS = dr* + (p* + R*)dt , 

wo p das konstante Verhalnis beider Bewegungen, t den Rotations- 
winkel, R den Abstand eines Punktes von der Axe bezeichnet' 13 . 

Zwei Helikoide sind aufeinander abwickelbar, wenn fur eine be- 
liebige Konstante K 

(2) t = Kt,, Rj = K 1 (p t + R 2 ) pi 

und diese Gleichungen mithin auch Helikoid auf der Rotationsflache fur 
( 3 ) p = 0, 

sind. 

Weiter kann man untersuchen wie in Pikondinis Arbeit 03 . 

Aus (1) ersieht man, dasz die Gleichung von Minimallinien mit 

( 4 ) dr* + (p l + R*) df = 0 

gegeben ist, woran man erkennt, dasz 

( 5 ) r = const. 


und 


(1) PlRONDINI, G. : Studio sulle superficie elicoidali, Annali di Mat. (2 XVI, p. 137. 
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( 6 ) t == const. 

gelten, wenn die Gleichung von (1) reell ist. 

Unsere Kreisflache wird durch ein Kurvennetz in infinitesimale 
Rhomben zerlegt, wenn 

(7) p 2 + R 2 = 1 

ist unter Zugrundelegung der Kurven f = const. , r=const. dieses 
Netzes als Koordinatenlinien. 

( D > 1st 

ds 2 = (V,6,)df + (V~6,)dr\ 1 = 1, (0,0,) = 0, 

wo ds die Bogenlange auf unserer Kreisflache (K) bedeutet, und setz 
man 

( I\ = A (ft - ft) , = B (ft — ft) 

(ft und ft sind die Hauptkriimmungen), so sind ( I ) l und „ invariants 
parametriques“ und, wenn die Kreisflache nicht isotherm ist, durch 
zwei Differentialgleichungen verknupft. 

Weiter kann man untersuchen wie in Konigs Arbeit 0 

(E) Raffy fuhrt im Anschluss an fruhere Untersuchungen das 
Linienelement einer Spiralkreisflache mit parallen Linien gleicher 
Kriimmung in die Form C2) iiber 

( 1 ) ds 2 = dr 1 + F ( ~/t) df . 

Wenn 

( 2 ) rjt = const. 

gilt, so ist die Gleichung von Minimallinien 
( 3 ) const, df + dr 2 = 0 . 

Ist 

l 1 Konig, K. : Untersuchungen uber das spharische Bild, Tohoku Math. Journ. 
Vol. 29, p. 91. 

2) RAFFY, L. : Determination de l’element lineaire des surfaces spirales a lignes 
d’egale courbure paralleles. Bulletin de la Societe Math, de France publie par 
les secretaires, Paris, XX, p. 22. 
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(4) F (~/l) = 0 

in ( 1 1 , so ist die Gleichung von Minimallinien 
< 5 ) t — const. 

Die Bogenelemente der Kurven (r) und (/) wollen wir mit d,s und 
d-s bezeichnen ; der angehangte Index t bzw. r deutet dabei an, welcher 
Parameter die Veranderliche ist. 

Diese Bogenelemente sind also: 

{6 i d,s — i / F (r/t) dt , d-.s = d~ . 

Ein Kurvennetz 

( 7 ) A (1, r) di- + 2 B (/, t) dtd r + C (/, r) dr 2 = 0 

auf unserer Kreisflache ist dann und nur dann ein Orthogonalsystem, 
wenn 

(8) F (r/t) C + A = 0 

ist. Man ersieht, dasz wir B beliebig annehmen konnen. 

Weiter kann man wissen, dasz die Parameterlinien unserer Kreis- 
flache ein Kurvennetz ohne Umwege bilden, wenn 

( 9 ) S ^ o 

3 - 


giiltig ist. 

Unsere Kreisflache wird durch ein Kurvennetz in infinitesimale 
Rhomben zerlegt, wenn 
(10j F(r:«) = l 

ist unter Zugrundelegung der Kurven t— const., r = const, dieses Netzes 
als Koordinatenlinien. 


(F) Wir betrachten die Kreisflachen, deren Linienelement durch 
die Gleichung 


( 1 ) 


ids ' = (r + W + / 1) di' + dr 1 , ( 0 ,e x ) = 0 , 
1(0,0,)= z + kt? + It, (0,0.) = 1 


gegeben ist, wo k und l Konstanten bedeuten. 
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Aus { 1 1 ersieht man, dasz die Gleichung von Minimallinien auf 
unserer Kreisflachc mit 

( 2 ) (r + k f + lt)df + dz* = 0 

gegeben wird. 

Auf der Kurve 

' 3 - = 

lautet ( 2 

(4 z — const. . 

Wenn sich die Parameterlinien (t) und (z) einer unserer Kreis- 
flachc zu einem Isothermennetze anordnen lassen, in dem U) bzw. (r) 
von Kurve zu Kurve um dieselbe unendlich kleine Grosze wachst, so 
hat man zur Folge : 

f u z k t z 1 1 ~ 1 . 

• G 1 Wir betrachten eine Kreisfliiche, deren Bogenelement mit 

il- d£ = 2 {r 4- 0(f)} df + dz 2 

gegeben ist, so lautet die Differentialgleichung der Minimalkurven un- 
serer Kreisflachc : 

i 2 2 r d I 2 + dz 2 = 0 , 

wenn 

0(f) = 0 . 

Sie laszt sich sofort zerlegen in 
(3 i (dr + fV2rd/> {dr -ii'2rdf) - 0 
Oder in 


( 4 ) 



idt 



- i d/j = 0 , 


woraus sich die beiden einzelnen Gleichungen sofort durch eine Quad- 
ratur integrieren lassen. 

Danach stellen 
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( 5 ) | 7^} + * * ~ const. , | -yL- — i t = const. 

die Minimalkurven unserer Kreisflache dar. 

Definiert die Differentialgleichung 

(6) dr/dt=i(t,T ) 

auf einer unserer Kreisflache keine Schar von Minimalkurven, so lautet 
die Differentialgleichung der Kurven, die zu den durch diese Gleichung 
definierten einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind : 

dr __ 2{r + 0(f)} 
dt * 

Aus ( ) kann man wissen, dasz die Gleichung von Minimallinien 
auf unserer Kreisflache mit 

( 8 ) 2 {r + 0 (t)} dt 2 + dr 1 = 0 

gegeben ist. 

Ein Kurvennetz 

( 9 ) A (l, r)df + 2B (t, r) dt dr 4 - C (t, r) d~ 2 - 0 

auf unserer Kreisflache ist dann und nur dann ein Orthogonalsystem, 
wenn 

(10) 2 {r + 0(f)) C + A = 0 
ist. 

Weiter ersieht man, dasz die Parameterlinien unserer Kreisflache 
ein Kurvennetz ohne Umwege nicht bilden, da 

(11) 

or 

giiltig ist. 

(H) Wir betrachten eine Kreisflache (K), deren Bogenelement 
mit 
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(d? = 2 r dt + 2 1 dt dz + dr * , 

( 1 * ) 

1(9,6,) = 2-, (6A) = t, (M,) = 1 

gegeben ist CI) . 

( 2 ) t — const. 

und 

( 3 ) ~ — const, 

sind zueinander senkrecht, wenn 
( 4 ) t = 0 

gilt. 

Langs der Kurve 

( 5 ) r =- 0 

lautet die Gleichung der Minimallinien : 

C 6 ) r = const. , 2 1 dt + d~ — 0 . 

Die Parameterlinien unserer Kreisflache bilden dann und nur dann 
ein Kurvennetz ohne Umwege, wenn 

(7) 3 ' /2r = 0 Oder 1 =0 

dr y lz 

gilt. 

Definiert die Differentialgleichung 

(8) dr/dt=l(i, r) 

auf unserer Kreisflache keine Schar von Minimalkurven, so lautet die 
Differentialgleichung der Kurven, die zu den durch diese Gleichung 
definierten einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind : 

, q * dr __ 2(t + U) 
dt ■ 2t+l ' 

1) BARCHI, A. : Sopra una classe di superficie appiicabili e sulle loro flessioni, 

Giornale di matematiche di Battaglini per il progresso degli studi nelle university 

italiane, 41, p. 129. 
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Ein Kurvennetz 

(10) A (t,T)df+ 2B(t,r)dtdT + C(t,r)dr" = 0 

auf unserer Kreisflache ist dann und nur dann ein Orthogonalsystem, 
wenn 

(11) 2tC - 2tB -f A = 0 

gilt. 

Unsere Kreisflache wird durch ein Kurvennetz in infinilesimale 
Rhomben zerlegt, wenn 

( 12 ) 2 " = 1 

ist unter Zugrundelcgung der Kurven (—const., *=const. dieses Netzes 
als Koordinatenlinien. 

( I ) Wir werden die Loxodromen im allgemeinen Sinne be- 
handeln, namlich diejenigen Kurven auf beliebigen Kreisflachen (K), 
welche eine Kurvenschaar unter konstantem Winkel schneiden. 

Letztere wird als die eine der zwei Schaaren von Parameterlinien 
betrachtet f,J . 

Ist es die Kurve 

( 1 ) t — const, 

so ist die Gleichung der Loxodromen : 

( 2 ) [i /(<WH w -~(0,0J - a (0,0,)] d~ — a (0,0,) dt . 

Aus (2) ergibt sich 

(Jr = a(OA)[D+a(0,OJ 
(3 ) ' dt (0,O,)(0.A) - (l + a-)(0Ar ’ 

(d 1 = (o,o,)(0 r e x ) - (OAY , 

daraus folgt 

( 4 ) t = const. 

[I DINA, C. : Sopra una curva particolare giacente sopra una superficie in generale, 
Giornale matematico ad uso degli studenti delle university italiane pubblicato 
per cura del Prof. G. BATTAGLINI, Napoli, XIX, p. 298. 
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wenn 

(5) (0,0,)(MO = (l+flf)(W 

gultig ist, wo a in Dinas Arbeit steht. 

Wenn 

(6) D + a(»A) = 0 Oder (0,0,) = 0 

in ( 3 ) gilt so kommt aus ( 3 ) 

( 7 ) r - const. . 

Wenn 

< 8 ) d~ l di = const. , oder ~ = const, i + const. , 

so folgt aus (3) 

(const, a (0,0,) [D + a (0,0-.)] 

( 9 ) \ 

( ^(0,0,)(O,0,)- a + a ! )(0,0-) . 

Wenn 

(10) D — 0 , 

so lautet ( 3 ) 

(11) (0 0..) dr =- (00-\dt. 

Sind (2) zugleich Minimallinien, so gilt 

( 12 ) (0 0 ,) dr- + 2 1 0 , 0 -. )dtd? + ( 0 - 0 -.) d- ! - 0 

oder 

({(0,0 A dt + [(0,0-) + i DJ d~) {,0,0,) di 

(13) ] 

( 4 [(0,0A-iD]dr) =0, 

daraus ergibt sich aus (2) und (13) 

(14) D (1 ± « i) d? =-0 

d. h. 

( 15 ) r = const. . 

Sind in (2 die Parameterlinien Minimalkurven, so folgt aus (2) 
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und 

( 16) (0,0,) = (0,0,) = 0, D = i (6,0 ,) : 

(17) {{(0,6,)- a (0,0,)) dr = 0, 

Oder 

( 18 ) r = const. . 

Sind 

(19) t = const. 

und 

(20) t = const. 

in (2) Minimallinien, so folgt aus 2) und 

( 21 ) (0,0,) = 0, (0-0,) = 0 : 

(22) (i - a) (0,0,) dr = 0 

Oder 

(23) r = const. . 

Sind 

(24) i = const. 

und 

(25) t = const, 
zueinander senkrecht, so folgt 

(26) (0,0,) = 0; 

also ergibt sich aus (2) und (26) 

(27) (0,0%) dr* — a* (0,0,) df 

(27) ist unsere Gleichung der Loxodromen. 
Bilden 

(28) t = const. 

und 
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(29) r = const. 

auf unserer Flache ein Netz von unendlich kleinen Rhomben, so folgt 


(30) 


(0,0,): (MO 


1 . 1 . 

At) ‘ A")’ 


so kommt aus (2) und (30) 

(31) - /9* ( 0 , 0 ,/ - *,3(0,0,)} dr = a»(e t e,)dt. 

Hier bedeutet « eine von Null verschiedene Funktion von t allein 
und ;3 eine von Null verschiedene Funktion von r allein. 

Definiert eine .Gleichung der Form 


(32 ) A ( t , r) df + 2 B ( t , r) dt dr + C ( t , r)dr’- = 0 
ein Kurvennetz auf (K), so ist 

(33) AC-B--hO. 

Gilt das Kurvennetz (32) aus lauter Minimalkurven, so ist es mit 
dem Netze identisch, das durch 

(34) {9 t 9,)df + 2 ( 0,0- ) dt dr + (0-0-) dr 1 - 0 
definiert ist. Also erhalten wir 


(35) A:B:C-=(0,0,):(0A):(0A). 

In diesem Falle kommt aus (2) und (35) 

( 36 ) [/AC - B ! — a B] dr = a A dt . 

In unserem Falle ist (36) die Gleichung der Loxodromen. 
Betrachten wir ein Kurvennetz 

(37) h{t,r)dtr + 2'&{t,r)dtdr -l- C (t, r ) d r ! = 0 

auf unserer Flache (K), die ein Orthogonalsystem ist, so folgt 

(38) (0,0,)C-2(0A)B + (0,0,)A = O. 

In diesem Falle ergibt sich aus (2) und (38) 


Ii/[<2 (9 A) B - (0,0.) A : C} (0,0,)] - (9 A) 1 

- a (9 A)] dr = [ a (2 (9 A) B - (0,0,) A) : C] dt . 


( 39 ) 
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Definiert die Differentialgleichung 

/ 40 ’\ jdr = _ W) + (»A)1 

' dt (*,»,) + (MO* 

auf unserer Flache (K) keine Schar von Minimalkurven, so lautet die 

Differentialgleichung der Kurven, die zu den durch diese Gleichung 
definiertcn einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind : 

(41) dT =_ W) + (W1 

dt (9A) + (0A)*' 

Aus (41) folgt 

(42 ) [(0,0,) + (9 A) 1] dt + [(6 A) + ( W /] rfr = 0 ; 
so ergibt sich aus (2) und (42) 

(43) D dr + al [(9 A) dt + (9 A) dr] = 0 

Um zwei Flachen (K) und (K) konform aufeinander abzubilden, 
ist giiltig 

(44) (9 A ) : (« A ) : (9 A) = (9,0,) : (W: ( W . 

In diesem Falle folgt aus (2) und (44) 

(45) [ s (pA)(dA) -{9AJ - a{9A)\dr = a(pA)dt. 

(45) ist unsere Gleichung der Loxodromen auf (K). 

Wenn 

(46) {0,0,) = 0 
gilt, so folgt aus (2) 

(47) (i- a) (9 A) dT = 0. 

(47) ist die Gleichung unserer Kurve, wo 
i — y/ — 1 
ist. 

Fur Nabelpunkte ist gultig 

(48 ) L : M : N = (9,9 ,) : (9 A ) : (9 A) ; 
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so ergibt sich aus (2) und (48) 

(49) [VLN^M* - a M] dr =■ a L dt , 

wo L, M, N die Fundamentalgroszen zweiter Ordnung im Sinne ge- 
wOhnlicher Differentialgeometrie bedeutcn. 

Wenn sich die Parameterlinien 

t - const. 

und 

r = const. 

senkrecht schneiden und die unendlich kleinen Rechtccke, in die sie 
die Flache zerlegen, sind, so folgt aus (2/ 

(50) dr — dt . 

Wenn 

t — const. 

und 

- — ■ const. 

aquidistante Kurvenscharen sind, so gilt 

( 51) (0,6,) = (6.6.,) = 1 , (6 A) - cos V , 

so folgt aus ( 2 ) und ( 51 ) 

( 52) [sin <f — a] d~ = a dt , 

deren f in Voss’ Arbeit' 13 steht. 

1st (K) die Flache in (B), so folgt 

( 53) (6,6,) = 1 + a- + b-"- , (6 A) =- 0 , (6 A) = 1 ; 

so ergibt sich aus (2) und (53) 

(54) d~ = a V\ + a~ + Ar 2 dt . 

1st (K) die Flache in (E), so folgt 

1) VOSS, A. : fiber ein neues Princip der Abbildung kruramer Oberflachen, Math. 
Ann. 19, S. 1. 
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(55) (0,0,) = F (Tit), (0,0,) = 0, (0,0,) = 1 ; 
so ergibt sich aus (2) und (55) 

(56) dr = a VFjr/t) dt . 

Wenn (K) die Flache in (H) ist, so folgt 

(57) (0,0,) = 2t, (0.0,) = *, (0,0,) = 1; 

so kommt aus (2) und (57) 

(58) [V2 t — t 2 — at] d~ = 2 ar dt . 

(54), (56) und (58) sind unsere Kurven auf jeder Flache. 

Hat 

(59) d-\dt 

in (2) einen gegebenen Wert k , so folgt aus (2) 

(60) k= + 

v ; (o,o,)(o x e x )-(\ + j)(o,o x y' 

(J) Wird ein Netz von Occhipintis Kurven 0 j als Koordinaten- 
netz auf einer Kreisflache gewahlt, so besteht als notwendig und 
hinreichend zwischen den sechs Fundamentalgroszen die Relation 

i 1 ) (0,0,) (MOL - 2 (0,0,) (MOM + (0*0,) (0,0,) N = 0, 

wo L, M, N die zweiten Fundamentalgrdszen im Sinne gewdhnlicher 
Differentialgeometrie. 

Wenn 

(2) (0,00 = 0, (W + 0, (M0 -1=0 

in (1) ist, so folgt aus (1) 

(3) M = 0. 

Wenn 

(4) M = 0 , (0,00 + 0, (MO + 0 

in (1), so kommt aus (1) 


(1) OCCHIPINTI, R. Linee isocline rispetto alle bisettrici delle linee di curvatura, 
Palermo Rend. 36, P. 29. 
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(5) (*A) = 0. 

Daraus ersieht man, dasz, wenn unsere Kurven 
( 6 ) t = const. 

und 

( 7 ) t = const. 

zueinander senkrecht sind, so (6) und (7) Krummungskurven sein 
miissen und dieser Umkehrungssatz giiltig ist, wenn 

(8) (»,*,) + 0, (M,) f 0 

gelten. 


(K) Kreispunktpolaren sind die Polaren der unendlich femen 
Kreispunkte in bezug auf einen Kegelschnitt. 

Die durch die Kreispunktpolaren der Dupinschen Indikatrix auf 
einer Kreisflache bestimmten stets imaginaren Kurven nennt man nach 
Neuendorff 0) Kreispunktpolarkurven. 

Sie sind zu den Minimallinien konjugiert. 

Wahlt man sie zu Parameterlinien, so muss sein 


( 1 ) 


(0,9.) 

L 


(W 

N 


2(6>A)M = 1 
LN + M 1 2 * 


<N, + R»} , 


wobei R,, R s die Hauptkriimmungsradien bedeuten, L, M, N die zweiten 
Fundamentalgrdszen im Sinne in gewdhnlicher Differentialgeometrie 
sind und ^ in meiner Arbeit (,> steht. 

Aus (1) kann man wissem, dasz, wenn 


(2) 

M = 0 

Oder 


( 3) 

R, + R 2 = 0 

gilt, so 



(1) NEUENDORFF, R.: Zur Theorie der Kreispunktpolarkurven, J. fur Math. 137, p. 
145. 

(2) NAKAZIMA, S.: Kugelgeo. von MOB1US, Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., 
Taihoku Imp. Univ., Vol. 2, S. 36. 
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( 4 ) (0,o t ) = 0 

und 

( 5 ) (0,0,) = 0 

folgen. 

Danach erkennt man, dasz, wenn 
( 6 ) t = const. 

und 


( 7 ) t = const. 

Kriimmungslinien Oder 

( 8 ) R, + R s = 0 
sind, so 

(9) (0,0,) = 0, (0,0,) = 0 

folgen. 

Fur die Kreisflache, deren Bogenelement mit (H) gegeben ist, folgt 
aus ( 1) : 


( 10 ) 


2i_ 

L 


1 _ 

N 


2tM 

LN + M J 


= i- {R, + R,} . 


Daraus ergibt sich 

(11) r = 0, t = 0, 

wenn 

R, + R» = 0 , [i + 0] 

gilt. 


( 2 ) 

(A) Es seien X, , X„ X,, X, homogene Koordinaten eines Punktes 
im elliptischen Raume mit dem absoluten Gebilde 

(1) X5 + X? + X| + X? = 0. 
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Man kann nach Weierstrasz die Koordinaten jedes reellen Punktes 
so „normieren“, dasz die Quadratsumme der Koordinaten Eins wird. 
Wir nehmen also an, es sei 

(2) (sS)»3g + 3Ei + 3B + 3g = l 

wofiir wir abkiirzend schreiben wollen: 

( 3 ) (s S ) = 1 , 
indem wir die Bezeichnung 

( 4 ) %,y t + l t y i + H t y t + 3 t,y, = (j $) 
einfiihren. 

Fur diese normierten Koordinaten nimmt das Bogenelement des 
elliptischen Raumes, wenn wir ihm die Kriimmung Eins zuschreiben, 
die einfache Form an : 

(5) ds» = (<fe<fe). 

Weiter kann man untersuchen wie in meiner Arbeit' 15 . 

(B) Wir betrachten n Punkte 

(1) [« = I, II, 

in Rx. 

Wir kOnnen daher n neue Punkte 

(2) f=±cltf [« = I, II, ...,«] 

p-i 

als Linearkombinationen der j* einfiihren mit Koeffizienten c“ , deren 
Determinante 

(3) ic? M=0 

* * * 

sein muss, wenn 5 1 , j", ... und 5 " nicht proportional werden sollen, 

* * 
und kOnnen dann ebensogut durch die unsere Kurve, die mit j* 

bestimmt wird, darstellen. 

Soil ein Ausdruck in den Koordinaten der Punkten 


1) NAKAZIMA, S.: Differentialgeometrie der Kreisscharen, Tohoku Math. Journ. 
Vol. 31, S. 21 und Vol. 32, S. 152. 
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(4) K*» *)“> 8*> ••• 0 = 1,11 *3 

mit deren Hilfe wir eine Anzahl von Kurven festlegen, nur von der 
geometrischen Figur der Kurve abhangen, nicht aber von den sie festle- 
genden Punkten, so muss er unverandert bleiben bei Substitutionen 
von der Art (2). 

Wir wollen (2) auch die Bilscheltransformationen der Kurve K 
nennen. 

Betrachten wir zunachst eine Kurve j* . 

Bilden wir das System der Skalarprodukte 

( 5 ) (eY) = A” 1 ’ , 

so haben wir in A“ ? ein GrOszensystem, das sich nach (2) in folgender 
Weise substituiert : 

( 6 ) A •“ = c?cg A” [A a? = (sY)] . 

Hier laufen alle Indizes von I bis n. 

Da gelten 

( 7 ) A“ 1 ' = A ? * 

und 

( 8 ) A* = I c\ |*- A 
wo sich 

( 9 ) A = | A" | 

ergibt. 

Wir betrachten zwei Kurven K und K , die dutch die beiden 
Punktpaare 

(10) e* und e x [«,* = 1,11, •••,»] 

dargestellt sind. 

Wir definieren analog zu (5) 

(11) A* 1 = (ft) “it Hilfe von A* 1 * = A 1 ** 


und setzen 
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(12) A = |A* F | - 0 
voraus. 

Dann haben wir fur K die Buscheltransformationen 

(13 ) ^ = clf 
zu berucksichtigen. 

Die cl in (13) sind aber von den cl in (2) v5llig unabhangige 
neue Grdszen. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix 

(14) [|i: T , y”, .... y f "\ ?, y", ..., y°° li = 0 
ist, in der eine lineare Beziehung der Form 

(15) o* .y # = 
besteht. 

Die Bedeutung von (15) ist aber die, dass es eine Kurve 

( 16 ) 5 = "a x“ = y? 

gibt, auf der beide Punkte liegen. 

Weiter kann man untersuchen wie in meiner friiheren Arbeit (,) . 

(C) Es seien n Kugeln in R N vorgegeben. 

Wir suchen eine Kugel y so, wie 


(1 ) 

- (b ~ r.y -> Mini. 

wird, dann folgt aus (1) 

(2) 

- (y. - s) = 0 

Oder 


( 3 ) 

s = i/m •- y, , 

wobei 


(4) 

b - y. 


die Lange zwischen zwei gemeinsamen Tangenten von y ( und y be- 
deuten. 


vl) NAKAZIMA ( = M ATUMUR A ) , S. • Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, 
Tohoku Math. Journ., Vol. 34 11931', S. 187. 
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(D) Im folgenden mochten wir zwei Flachen untersuchen, fiir 
welche das Strahlensystem, welches von den gemeinschaftlichen Tan- 
genten dieser zwei Flachen gebildet wird, ein Normalensystem ist. 
Dann ergibt sich co 

( 1 ) + S» = 0 . 

Fur die Schrankung 
(2) l/p 

der Querregelflachen 

( 3 ) u = const. 

gilt'* 5 . 

U) 4 ME (EG - F*) 

4M‘E + (EG,, - FE,)* ' 

Aus (1) und (4) folgt 

( 5 j Ifp j, „ + 2 ME (D - MP) {«i lt + S ,} =0, 

Oder 

(6) s = U + V . 

wenn 

(7) /» = D/M 
gilt, wo 

(8) U =/(«), V-f(r), D 2 = EG — F ; , 

sind. 

Wenn jc in (6) eine Kurel bedeutet, so folgt 
( 9 ) U* + V* + 2 UV = 1 . 

(10) U* + V* + 2 UV = 1 

(1) NAKAZIMA, S. : Uber zwei Flachen, welche eine Beziehung haben, I. Tohoku 
Math. Journ. Vol. 30 (1928), S. 142. 

(2) SAUER, R. : Wackelige Kurvennetze bei einer infinitesimalen Flachenverbiegung, 
Math. Ann. 108 (1933), S. 678. 
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bezeichnet einen Punkt in R 3 . 

Wenn 

(11) D = 0 Oder p = 0, 
so folgt aus (5) 

(12) oi„ + j, = 0 . 

Wenn j eine Kugel ist, so genugt j (12). 

(E) Es seien zwei Kreise 
Cl) c = /E + «iS, c + rfc = pc\ + qq , 
in Ro , so folgt 

( 2 ) cos 0 = (/ s + m i , pc\ + q q) = (z, c + dz) , 

wo i , j; , q und q Kreise in R, bedeuten und /, m, p und q skalare 
GrOszen sind. 

Da gelten 



( 5 ) (di dr) = 1 . 

(F) Geben wir auf einer Ebene 5 drei Punkte 
(1) [« = 1,11, III] 

in Rj und auf einer weiteren Ebene 5 ebenfalls drei Punkte 5“ in R s 
vor, so gibt es genau vier MoBiustransformationen des Raumes, die 
die Figur 


( 2 ) {JS*> 
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uberfuhren in die Figur 

* # 

(3) (as*}. 

* 

Wir kOnnen zunachst durch eine Ahnlichkeit 5 in 5 uberfuhren, 
dann gehen die jt" in drei Punkte auf 5 * iiber. 

Also kann man dann auf verschiedene Weisen durch eine Kreis- 

* — * 

verwandtschaft auf 5 die jc‘ in die jr® uberfuhren. 

Zu jeder solchen Kreisverwandtschaft haben wir dann nach dem 
eben ausgefuhrten noch zwei zugehdrige Transformationen des Raumes. 
Diese vier Abbildungen sind nun auch die einzig mdglichen. 
Denn die Figur 

( 4 ) {\h 

kann, wenn man die Identitat mitrechnet, nur durch vier Transfor- 
mationen in sich iibergefuhrt werden. 

Zunachst gibt es zu der Identitat auf der Ebene 5 * zwei Kreis- 
verwandtschaften, einmal die Identitat des Raumes, dann die Inver- 
sion an j*, die alle Punkte von 8 * in Ruhe lasst. 

Dann gibt es die Inversion auf 8 *, die den Kreis durch die Punkte 

* 

jc® auf 8 punktweise in Ruhe lasst, und zu dieser gibt es zwei Trans- 
formationen im Raum, von denen man wieder die eine aus der andem 
erhalt, indem man noch die Inversion an 8 * ausfuhrt. 

Da die Figur 

(5) < 8 S‘) 

von 10 Bestimmungsstucken abhangt, ist unsere Gruppe der Abbil- 
dungen von Mobius im Raum 10 = Gliedrig. Weiter kann man das 
erwahnte Dreieck auf der Kugel erweitern. 

(G) Im folgenden mOchten wir die Flache F in R, klarlegen, 
die mit n Punktepaaren und m Kreise in R 3 bestimmt wird. 

Wir kOnnen daher auch « neue Punktepaaren und m neue Kreise 
in R, 

(1) 5* = 2 c* 5" 

als Linearkombinationen der r,® einfiihren mit Koefiizienten c % , deren 
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Determinante 

(2) |cj j4=0 

* * 

sein muss, wenn jc', e", ... nicht proportional werden sollen, und k6n- 

* 

nen dann ebensogut mit der unsere Flache F darstellen, wo 
' a = 3 n + 2 m 
ist. 

Soil ein Ausdruck in den Koordinaten der Kugeln 

(3) x\ i)‘, 5% ... [“ = I, II, •••, 3 « + 2 m] 

mit deren Hilfe wir eine Anzahl von F festlegen, nur von der geo- 
metrischen Figur der F abhangen, nicht aber von den sie festlegenden 
Kugeln, so muss er unverandert bleiben bei Substitutionen von der 
Art (1). 

Wir wollen (1) auch die Biischeltransformationen des F nennen. 
Betrachten wir zunachst einen F . 

Bilden wir das System der Skalarprodukte 

( 4 ) (kY) = A“ ? , 

so haben wir in A ein Grossensystem, das sich nach ( 1 j in folgender 
Weise aubstituiert : 

( 5 ) A 1 " 5 = cl c£ A T * [A* 11 = Yf)] . 

Hier laufen alle Indizes von I bis 3 n + 2 m . 

Da bestehen 

( 6 ) A* 5 = A f ‘ 

und 

(7) A*-|c;r-A, 

wo 

( 8 ) A = ! A a M 

gilt. 

Wir betrachten zwei Flachen F und F, die durch die beiden Kugel- 


paare 
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(9) f und s x [*, 1 = I, II,— , 3»+2»»] 
dargestellt sind. 

Wir definieren analog zu (4) 

(10) A XiL — (??) mit Hilfe von A* 11 = A ^ 
und setzen 

(11) A = |A*1 ' 0 

voraus. 

Dann haben wir fiir F die Biischeltransformationen 

( 12 ) 

zu beriicksichtigen. 

Die c j) in (12) sind aber von den c® in (1) vOllig unabhangig neue 
GrOszen. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix 

(13) II \ S n , 5 3b+2 “, ?, i", II “ 0 

ist, wo eine lineare Beziehung der Form 

(14) = 

gilt. 

Die Bedeutung von (14) ist aber die, dass es eine Kugel 

(15) S = *« = "* S* 

gibt, von der beide Flachen F bestimmt werden. 

Weiter kann man so untersuchen wie in meiner Arbeit (,) . 

(H) Es werden n Funktionen 

. (1) 9 i(b u\ [*=1,2,. 

der Variablen 5 (t) und dem Parameter w 1 , zugrundegelegt, wo 
l (t) die Kugel in R„ bedeutet und 0 <(( <11 ist. 

Die n Vektoren. 0 t und alle ihre linearen Kombinationen mit Koef- 


(1) NAKAZIMA --- MATUMURA , S. : Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, 

Tdhoku Math. Journ., 34 (1931', S. 187. 
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fizienten, die von den «, aber nicht von j abhangen, bilden einen 
Vektorraum R„ . 

Wenn sich die Ableitungen 

( 2 ) e t , x = ddjd u * 

durch die 0 t nicht linear ausdriicken lassen, so kann man zu k weitere 
Funktionen 

( 3 ) &),+! , •••, 0 n 

hinzufugen, sodasz die 0,,x in dem erweiterten Raum R„ +t liegen, der 
die „erste Normalerweiterung von R„ heiszt. 

Die erste Normalerweiterung von R„., heiszt zweite Normaler- 
weiterung von R„ , usw 03 . 


( 3 ) . 

(A) 1st a eine feste Kugel und c eine beliebige Kugel in R, , so 
bezeichnet j in 

( 1 ) l = c — (fa) a 

einen Punkt auf a . 

Aus (1) folgt 

(2) S' = c' - (c'a)a, 

so erhalten wir 

( 3 ) b = S + ri' 

Oder 

( 4 ) t) = c — (c a) a + r (c' — (c'a) a} 

als Gleichung der Tangente unserer Kurve (K), wo r ein Parameter 
ist. 

( 5 ) (b - S , S', S") - 0 

Oder 

(1) InGOLD, L. : Geometry of a set of n functions, Annals of Math, (2 27, p. 494. 
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(6) ( X -e + (ea)a, £'-(f'a)a, *"-(*"<») a) = 0 

ist die Gleichung der Schmiegebene. 

Man bezeichnet die Krummung iiblicherweise mit 1 : p , so findet 
man 

( 7 ) Vp = ■/£* 

Oder 

(8) l//> = 1 /{r-(c"a)a}‘, 

u. a. w. . 

(B) Wenn j der Beruhrungspunkt der zwei Kreise c und rj in 
Rj , so folgt 

(1) E = f -(*?)?, = l 

Oder 

( 2 ) ? = S + (6?) V 

Oder 

(3) (cij) = (&) + (c9)0h), 

wo l) ein beliegiber Kreis in R 3 ist. 

Aus (3) ersieht man, dasz 

( 4 ) COS <Pi — (jty) + e COS fo 

gilt, wo <Pt der Winkel zwischen c und p , % der zwischen b und jj , 
e= +1 Oder —1 ist. 

Nehmen wir einen Punkt p auf c, so folgt aus (2) 

(5) (K) = ($>s) + 

Oder 

( 6 ) 0 = Oy.) + (cjj) (py ) ; 

daraus folgt 

(7) 

wo l die Lange zwischen p und i. ist. 
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Aus 

( 8 ) E = £ — (6j) 

folgt 

( 9 ) C = s + (?1?) 7 , 

sc ergibt sich 

( 10 ) m = On) + (&!)(&) 

oder 

(ID (tf)«te), 

wo p ein Punkt auf y ist ; so ersieht man, dasz, wcnn ein Punkt p 
auj r t liegt, so 

(12) (|3C) = Z* 

gilt, wo l die Lange zwischen i; und p ist. 

(C) Sind 

(1) (oS , [i=l, 2, 3, 4] 

die Beriihrungspunkte zwischen zwei Kugeln co c und (0 )j in R s , so 
folgen 

( 2 ) cuS = (o' — (co'co 5 ?) <o5 [ l= li 2, 3,4] ; 

daraus kommen 

(3) 0 = too>E) = (hco») ~ (co*<.tf)0»<o7) [*=1,2, 3, 4] 

Oder 

( 4 ) (h co')‘ = 0) co^)'» l* = l> 2, 3, 4] 

Oder 

( 5 ) cos* ( 0 ^ = cos* co0 , [i=l, 2, 3, 4] 

wo (O 0 der Winkel zwischen t) und der zwischen t) und co 7 

ist 

Sind 

(6) coE. [*'=1.2 m] 



164 


Sozi Matumura 


die Beruhrungspunkte zwischen zwei Kugeln und C o7 in R„ , so 


gelten 


(7) 

oos 2 c „?5 = cos 2 «■/!> . [*=1, 2, ..., «] 

anstatt (5). 


(D) 

£, rj und C seien drei Beriihrungskreise in 

(1) 

£* = 2 {i -(f?) (?:)(?:)> =o. 

wenn 


(2) 

(£ 7 ) (£070 = i. 

wo 


(3) 

fs = (£0 c - (£ 7 ) 7 , 

l(£0* = 1 , (£ 7 )* = 1 , (v:f = 1 ; 

daraus ersieht man, dasz j ein Punkt in R* ist, wenn 
Liegt $ auf einem Kreise t) in R, , so ergibt sich 

(4) 

o = to) = (£0 ( t > o -(£ 7 ) to ) 

Oder 


(5) 

s 

II 

Weiter gelten 

(6) 

j(sO = (£0 - (fry) (?c)“0, 

(to) = (£0(70 -(£ 7 ) = o, 

wenn 


(7) 

(£ 7 ) = (£0 = (70 = 1 . 

(8) 

(s£) = 0 

gelten, falls 


(9) 

(£0* = 1 , (£ 7 / = l » = 1; 


man kann sagen, das?, wenn (7) gilt, so der Punkt £ auf dem Kreise 
7 und C in R, liegt. 

Wenn (9) gultig ist, so liegt der Punkt s auf dem Kreise 6. 
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Wir betrachten 

(10) s = (fC)C-(^)7 

als Funktion eines Parameters t, so ergibt sich 

(11) £ (<)-(*C)C (*)-(**) 7(f). 

Mit (11) kann man eine Kurve in R, bezeichnen. 

Wenn c, y und C Kugeln in R, sind, so kann man mit 

d2) s (#) = (*:) eft) -(**)?(*) 

eine Raumkurve in R s bezeichnen. 

Aus (12) ergibt sich die Tangente, die mittels eines Parameters 
r folgendermaszen dargestellt werden kann : 

( v = i + n' = (eo c (0 - (£0 ? (t) 

(13) 

/ + r<'eoc' «-(**) ?'(*)>. 

1st h ein beliebiger Punkt von Schmiegebene der Kurve (13) im 
Punkte £ , so liegen die drei vom Ursprung aus abgetragenen Vek- 
toren £', £" und l)— £ in einer Ebene, die sich durch die Gleichung 

(141 (»-£, s', £ /, ) = 0, 

Oder 

(0» - (eo c + (eo v , (eo 0- (eo 0, 

(15) J 

«e :):"-(fy)r) = o 

zum Ausdruck bringen laszt. 

(15) ist also die Gleichung der Schmiegebene. 

Ein Ausnahmefall tritt nur dann ein, wenn die Vektoren £' und 
l" gleichgerichtet sind, falls es also zwei Zahlen a und b gibt, die 
nicht alle beide Null sind, so dasz 

(16) <*£'+&£" = 0 

oder 

d 7 ) a {(?:)•:' - (eo o> + b {(eo r - (eo o') - 0 

ist oder, wenn 
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( is) <(*c) - (?v) v') x m) (e?) v") = o 

ist. 

Wann tritt der Ausnamefall ein, dasz 

(19) «£c) c' - (e 7 ) 7 '} x {($o r- (?*) ?"} = o 

langs einer Kurve identisch verschwindet ? 

Da j' mit Null nicht identisch sein darf, falls die Kurve nicht auf 
einen einzigen Punkt zusammenschrumpfen soil, so musz i" von s' 
linear abhangen : 

(20) s •"-•Pi 

Oder 


(21) {(fc) C' - (C?) r/') = ? <(*') c - (<7) 7'} • 

Nehmen wir jetzt die Bogenlange als Kurvenparameter 

(?. = g (s) = (cC) C (s) - (£y) ? (s) , 

(22) ] 

(<(?:) r- (£ r /)y'Y = i . 

so wird 

(23) {(?:) c- (V?) 7'} {(?:) r- (^) ?"> = o . 

Weiter erhalten wir 

(24) ds* = {(£C) C - (6?) >5}‘ df , 

• wo ds das Bogenelement der Raumkurve bezeichnet. 

Weiter kann man unsere Kurve untersuchen wie in gewOhnlicher 
Differentialgeometrie. 

(E) Wir betrachten 

(i) i = i^)v + mz -(?;):, 

wo 


W = (W = (70* = 1 , 

!(?C) (*7) (f 0 = (f O (70 = (f7) (7C/ = 1 


gultig sind. Es ergibt sich 
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( 3 ) t = 1 , 

so bezeichnet y in (1) einen Punkt in R, , wo t , 3 j und C Kreise in 
R, bedeuten. 

Aus (1) kann man 

( 4 ) (m 1 = i 

und 

(5) (cy) = l 

bezeichnen ; daraus ersieht man, dasz y auf jj oder c nicht liegt. 

(F) Wir betrachten 

(i) s = (*$) c + + {<:)*,, 

wo c, 35 und C drei Beriihrungskreise in R 2 sind. Man kann wissen, 
dasz 

(2 ) y’ ={= 0 , (1K)=H0, 

daran erkennt man, dasz y nicht ein Punkt ist und y bzw. t 35 und 
C nicht beriihren. 

( G ) Ist y der Beriihrungspunkt zweier Kreise ? und r t in R 2 , so 

folgt 

( 1 ) i; = c - (C3f) 3J . 

1st lj der Beriihrungspunkt zweier Kreise r t und Z in R» , so ergibt 

sich 

( 2 ) b = ? - (3jc; c . 

Ist 5 der Beriihrungspunkt zweier Kreise Z und c in R, , so folgt 

(3) 3 = C — (Cc) c . 

Beriihrt ein Kreis b £ , yj und Z in y , b bzw. 3 , so folgen 

(4) y = e - (cb)b, b = 3 j - (?b) b , 5 = C-(;b)b. 

Geht ein Kreis R durch drei Punkte y , b und y', so folgt aus (1), 
(4)* und (4), : 
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(5) (£R/= (rjR?, (£R/=(bR) 2 , 0?R/=(bR) 5 6 . 

Geht ein Kreis S drei Punkte tj , j und ij hindurch, so folgt aus 
(2), (4), und (4)*: 

(6) (rjsy= CS) , (s?S)*= (bS/, (CS/= (bS/. 

Geht ein Kreis drei Punkte jT , 5 und j hindurch, so folgt aus ( 4 ) 4 , 

(4), und (3): 

(7) (07= (fl?, (0) 2 = (bT)*, (cT/=(bT)*. 

(H) Wir betrachten 

( 1 ) s = £ - (£9) 7 , 

wo j der Beruhrungspunkt zweier Kugeln c und 7 in Rj ist. 

Wir stellen uns die Aufgabe, die Lange einer auf der Flache 

( 2 ) s = j (w\ m') Oder j = £ («', « s ) - (6?) r t (u\ u") 

gelegenen stetig differenzierbaren Kurve 

( 3 ) u 1 = u'{t) , u 2 = M* ( t ) 

zu ermitteln, wo u\ t Parameter bedeuten. 

Wir finden dafiir 

(4 ) S = j<„ dt = l'o 1 

wo s die Bogenlange bedeutet. 

Wir kurzen wie ublich ab : 

(5) ] 

(£«(=£«)= {£*-(6?) 7*) ?*)* 

und kdnnen dann kurz schreiben : 

(6) E‘=S5i*« , « t = 

Die quadratische. Differentialform ( 6 ) heiszt die erste Funda- 
mentalform. 

Die ga sind dabei stetige Funktionen der u\ u*. 
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Aus (6) kann man wissen, dasz die Gleichung unserer Minimal- 
kurven ist: 

( 7 ) (r — (£>}) 3?}* = g,k w* w* = 0 . 

Sind z. B. 

( 8 ) u‘ = u* (tj) , u' = u‘ ( L ) 
die beiden Kurven, so sind 

( 9 ) £ - (C3f) 3f = {c, — (C3f) Jf,} M 1 + {? s - (cj?) 3j 2 > «* 

und 

( 10 ) C - (<T3f) 5? = {c,- (6?) 3?,) M 1 + {?,- (c$ ) ft) M* 

die Tangentenvektoren, wo fur j, , j s die Werte dieser Funktionen im 
Schnittpunkt, fur t, und U die dem Schnittpunkt entsprechenden Para- 
meter zu nehmen sind. 

Dann wird 

( 11 ) cos 0-=— ***«'“* t 

' S* 1 s* '£,*«* M l 'g.tM' W* 

wenn 0 der Winkel ihrer beiden Tangentenvektoren ist. 

Sind die beiden Kurven die beiden Parameterlinien m'= const, und 
w ! = const, durch den Flachenpunkt, so hat man w'=0 und «’=0 zu 
nehmen, 

Dann wird der Winkel o> der Parameterlinien 

(12) cos w = — . 

Y gw gtt 

g , s bedeutet also, dasz die Parameterlinien aufeinander senkrecht 
stehen. 

Weiter kann man berechnen die Formeln in gewdhnlicher Dif- 
ferentialgeometrie in unserer Geometrie. 

( I ) Wenn sich zwei Kreise o und c in R, in j innen be- 
riihren, so folgt 
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( 1 ) s = a + c . 

1st b innerer Beruhrungspunkt zweier Kreise a und 7 in R 2 , so 
ergibt sich 

( 2 ) t > = a + 7. 

Weiter ist 5 auszerer Beruhrungspunkt zweier Kreise c und 7 in 
Rj, so folgt 

(3) 5 = ^-7. 

Aus (1), (2) und (3) kommt 

(4) S-h = 5- 

Geht ein Kreis b in R 2 die Punkte s , b und 5 hindurch, so folgt 
f(ab) + (cb) = 0 , (ab) + (7b) = 0 , 

( 5 : 

((bO-(b7) = 0, 
daraus kann man wissen, dasz 
( 6 ) cos 0 + cos <P = 0 , 

ist, wo 0 der Winkel zwischen a und b , 0 der zwischen c und b ist. 

Wenn sich zwei Kreise a und £ innen beriihren in dem Punkt 1 , 
so folgt 

( 7 ) x = a + £ . 

Beriihren sich zwei Kreise 7 und c in dem Punkt b auszen, so folgt 

(8 ) b = £- 7 

und 

(9) (07) = 0 ; 

daraus ersieht man, dasz 

(10) (ab) = (a£) = l, 0 = (as) 
giiltig ist, so erkennt man, dasz 

(11) 0 = (a S ) = (aa) + (af) = 1 + (a£) . 


Es folgt 



Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXXIII) 171 


(12) (ac)=-l, 

wenn sich a und c innen beriihren. 

Weiter ersieht man, dasz 

(13) (of) = 1 

ist, wenn sich zwei Kreise a und c in R. auszen beriihren. 

Schneiden 5 und a einander mit dem Winkel <p in (9), so folgt 

(14) S = a + c, b = f-5, ( ai i) = cos </> , 
so folgt 

(15) (at)) = (ac) - cos </' , (aj) = 1 + (ac) 

Oder 

((at)) = (as) — 1 — cos^ 1 

( 16 ) 

( = — 2 — cos 4’ ■ 

Beriihren sich zwei Kreise c und 5 in R, in dem Punkt i auszen, 
so folgt 

(17; S = f - r , ; 

daran erkennt man, dasz 

(18) (aj) = (ac) — 

gilt, so liegt der Punkt s auf einem Kreis a . 

Beriihrt c a in £ auszen, so folgt 

(19) j = a — c . 

Beriihrt ^ f in t) auszen, so folgt 

(20) tj = £ - 5. 

Sind a und r t zueinander senkrecht, so folgt 

(21) (a 9 )- 0, 

daraus ergibt sich 

(22) (a j) = 1 - (a£) , (a»j) = (ac) - (a?) , 

so folgt 
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(23) 0 = (aj) = 1 - (at)) - (ay) 

Oder 

(24) l = (a^) + (a?) 

d. h. 

(25) 1 = («,), 

wenn a und y zueinander senkrecht sind. 

Gelten 

(26) £ = a — c , t) = c - j ?, (ai?) = cosf, 

so folgt 

(27) (aj) = 1 — (a?) , (at)) = (ac) - (a?) , 

daraus ergibt sich 

(28) (aj) = 1 - (at)) - (ay) 

oder 

(29) 1 = (at)) + cos <p 

d. h. 

30) (at)) = 1 — cos <f . 

1st j ein auszerer Beriihrungspunkt zweier Kreise <r und ", so folgt 

(31) s = c-C. 

1st l) ein auszerer Beriihrungspunkt zweier Kreise 7 und so folgt 

(32) t) = 9 ~C- 

Wenn " und b zueinander senkrecht sind, so folgt 

(33) Cb) = 0. 

Aus '31), (32) und (33) kommt 

(34 ) ( ?:b ) = ( cb) , (i)b) = ( 7 b) 

Betrachten wir die Kugeln anstatt der oben genannten Kreise, so 
folgen ahnliche Satze wie oben. 
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( J ) Beriihren sich zwei Kreise a und 93 in £ innen, so folgt 

(1) E = a + 93 . 

Beriihrt ein Kreis X a auszen und 93 innen, so folgt 

(2) to = a — j , W = 93-£. 

Aus (1) und (2) erhalten wir 

(2a = b + £-tt>, 293=— b + E + tn, 

(3) 

(to — in = a — 93 . 

Gilt 

(4) ( S ») = 0 

anstatt 

( 5 ) to = 93 - S 
in (2) s , so haben wir zur Folge 

( 6 ) E = a + 33 , b = a — £ , Qc 99) = 0 . 

Aus (6) folgt 

(7 ) (E93) = (a») + 1 , (b93) = (a33) -(£33) 

oder 

(8) (to93) = — 1 . 

Schneiden j 33 mit dem Winkel 0 in (6', so folgt 

( 9 ) E = a + 33 , to = a - x: , (£33) = cos 0 ; 

daraus ergibt sich 

(10) (£33) = (o») + 1 , (b33) = (a*) - (f») 

oder 

( 11 ) (E33) = (a93) + 1 , (to33) = (a33) - cos 0 . 

Daraus sieht man, dasz 

(12) (E33) = (to93) + cos0+ 1 

folgt. 
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Es seien drei Kreise a, © und b in Rj gegeben, die sich in dem 
Punkt E innen beriihren, so folgt 

(E = a + © , E = a + b , 

(13) ] 

(b = a — 5 , w = b - j , 

wo der Kreis j a auszen im Punkt b beriihrt und j im Punkt w b 
innen beriihrt. 

Weiter gilt 

(14) ( £ ©) = cos0, 

wo 0 der Winkel zwischen jc und © ist. 

Aus (13) und (14) kommt 

f(jE) = (ja) + cos 0 , (jcE) = (jca) + (jrb) , 

(15) J 

(( £ b) = (jca) - 1 , ( S b>) = ( S b) - 1 . 

(K) Wenn sich drei Kreise c, rj und b in R. in dem Punkt £ 
beruhren, so folgt 

( 1 ) * <= £ + r, s , *> = £ + >» S 

wo r t Konstanten sind. 

Wenn ein Kreis b in Rj zu 5 senkrecht ist und c innen und ferner 
b auszen beriihrt, so folgt 

((&>) + z-i (S')) = 0 , (cb) = - 1 , 

( 2 ) { 

((&) + n(sb) = l, 


woraus sich ergibt : 


( 3 ) ! = f-Mr b - A + 1 ~ (? b ) r 

(3) 1 (B) t, ^ b 


(4) 4 =f + j:(54), b = g l 


Daraus folgt 

(5) ( W ) — 2, (bb)=-l + A_-^P_(^). 
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(L) Nun mOchten wir den folgenden Satz beweisen. 

Satz : Es seien drei Kreise c, 7 und yj in R, gegeben, und y 

beriihren £ in dem Punkt X , so beriihren jj und ~r, einander. 

Beweis : Wir haben 

(1 ) X. = C - 7] 

und 

( 2 ) x = c + 7 , 

so folgt 

(3) 0 = 1 - (c$) + (c7) - (77) 

Oder 

(4) (**)«+ 1, 

w. z. b. w. 


(M) Wenn sich drei Kreise £, jj und ' in R. auszen beriihren, so 

folgt 

(1) & = ?-?, h = 7 - C , 5 = C - c ; 

daraus ergibt sich 

( 2 ) S + l) + 5 = 0 , 

wo jc , t) , 5 die Beriihrungspunkte zwischen c , jj ; 7 , C bzw. c be- 
deuten. 

Geht der Kreis l) die Punkte t) und 5 hindurch, so folgen 

(3) (ci 9 ) = (?>)), (W) = (&), (C9) = (cij) 

Oder 

(4) (eg) = ( 79 ) = (C9). 


Daraus ergibt sich 
( 5 ) cos <p = cos — cos 0 , 

wo y> der Winkel zwischen £ und 9 , $5 der zwischen 7 und g , 0 der 
zwischen f und 9 ist. 

Wenn j, j die inneren Berflhrungspunkte zwischen c, 7 bzw. C. 
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f und 9 die auszeren Beruhrungspunkte zwischen ? und C sind, so 
folgen 

(6) y = £ - ? , *) = ? + C . 3 = C - S • 

Daraus kann man die Lange zwischen £ und 9 , zwischen und 
g bzw. zwischen 5 und y berechnen. 

Wenn sich zwei Kreise ? und 7 in Rj auszen beriihren, so folgt 

(7) y = e-?. 

Geht ein Kreis 5 in Rj den Punkt y hindurch, so kommtaus (7) 
( 8 ) 0 = fty) = ft?) - ft?) 

Oder 

(9) cos« = cosiS, 

wo a der Winkel zwischen 9 und ? , j9 der zwischen 9 und ? ist. 
Wenn sich zwei Kreise c und ? in Rj innen beruhren, so folgt 

do) s = e + ? . 

Geht ein Kreis t) in Rj den Punkt y hindurch, so folgt aus (10) 

(11) ft?) = - ft?) 

Oder 

(12) cos a. — — cos /3 , 

wo a der Winkel zwischen t? und ? , /3 der zwischen 9 und ? ist. 

(N) Wenn sich zwei Kreise ? und ? in R, im Punkt y auszen 
beruhren, so folgt 

(1) s = e-?. 

Weiter gelten 

(2) t) = ? + : 

und 

(3) 8 = ? + C, 

wenn zwei Kreise ?, ? im Punkt $ bzw. im Punkt j innen beriihren. 
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Geht ein Kreis b in R, die Punkte i) und j hindurch, so gelten 

! 0 = (bj) = (be) - (bij) , 

0 = (b^) = (bf) + (bC), 

0 = (b s) = (b^) + (bC) 


Oder 


(cos 01 = COS 0J , COS 0, = - COS 0, , 

(5) 

(cos 0, = — COS 03 , 

wo 0i der Winkel zwischen b und c , 0 2 der zwischen b und y , 0, der 
zwischen b und C ist. 




BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER KREISE 
UND KUGELN (XXXIV) 

Sozi Matumura 

(Accepted for publication, September, 22, 1939.) 


Im folgenden mOchten wir einige Bemerkungen uber die Theorie 
der Kreise und Kugeln machen. 

( 1 ) 

Zunachst werden wir zwei Beriihrungskreise oder zwei Beruh- 
rungskugeln erlautem. 

(A) Wenn sich zwei Kreise c und $ in R, in dem Punkt j be- 
ruhren, so folgt daraus 

(. 1 ) S = f - r , • 

Nehmen wir einen Punkt b auf r t , so haben wir 

( 2 ) (bjc) = (b?) - (b5f ) 

Oder 

(3) (bjt)-(^), 

da gilt 

( 4 ) (bij) = 0 . 

Aus (3) sieht man, dasz 
( 5 ) F = (bf) 

gilt, wo l die Lange zwischen zwei Punkten b und jc ist, wo b auf 
dem Kreise r, liegt. 

Liegt der auszere Beruhrungspunkt b von zwei Kreisen c und r t 
auf rj in 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Japan, Voi. XXVI, 
No. 5, October, 1939.] 
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( 6 ) £ = £-?, 

so folgt daraus 

(7) Z = (£ £)-(£?), 
wo Z die Lange zwischen j und b ist ; so gilt 
( 8 ) b r= £ - 7 
und 

(9) 0f£) = (??). 

(B) Wenn sich zwei Kreise £ und if in R s innen beriihren, so 
gilt 

( 1 ) s = £ + 7 . 

Wenn sich £ und if in Rj auszen beriihren, so folgt 
(2) £ = £-?• 

Aus (1) und (2) kommt 

f(SS) = 1 + (£?)-(£?)- (7 7 ) 

(3) | = l + l-(-l)-(if?) 

* =3- ( 77 ) 

d. h. 

( 4 ) Z, = 3 - (7 7 ) , 

wo Z die Lange zwischen zwei Punkten jc und j darstellt. 

(C) Die im Biischel 
(1) A, a* + A s a 1 

enthaltenen Punkte E sind durch 

/0 = (6ft) = V, (aV) + 2 A,A S (aV 1 ) + A 5 A 2 (a n a H ) 

( 2 ) | • = V,a u + 2 AjAjQ 1 * + AjA s a a 

' =A?a” + 2A,A S + Ala" 
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gegeben, wo 

(3) a”= (a 1 a'), a" = (a 1 a"), a“ = (a n a n ), 

Xi skalare GrOszen bedeuten. Da a 1 a” innen beriihrt. 

Wenn a 1 a" auszen beriihrt, so folgt aus (2) 

(4) 0- Aia"-2V S + «a“. 

Aus (2) Oder (4) kann man zwei Werte von ■*, : K finden, wo a 1 
und a 11 die Kugeln R„ bedeuten. 

Wenn sich zwei Kreise c und in R 2 im Punkt r auszen be- 
riihren, so folgt 

( 5 ) X. = c - ?. 

Beriihren sich zwei Kreise c und r t in R 2 im Punkt j innen, so 
folgt daraus 

(6) S = £ + ?. 

Fallen j und x zusammen, so gilt 

(7 ) c - r t = c + f, 

Oder 

( 8 ) {c - c) + d + Tj) = 0 , 

(4) ist unsere Bedingung. 

( D ) Sind 

( 1 ) i«S U = 1, 2, 3] 

drei Punkte, welche die auszeren Beruhrungspunkte der Kreise 
und <(// in R s , d. h. 

( 2 ) «)?, = ~ c i91 

darstellen, so bildet <»>£ einen Dreieck. 

Wenn ein Kreis u , der die Punkte ( „j hindurchgeht, fest ist, so 
muss 

( 3 ) cdScsjS ~ («ScsjS 
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Oder 

( 4 ) c«Sc*)S = c«)ScoS 

Oder 

( 5 ) <7>S<7s = c TsTs 

sein, falls der Inhalt von A C »S cs>S c«>E maximal oder minimal ist, wo 

( 6 ) cTEcTs + cTTcTs + cTScoS = const. 

gilt w . 

Nach (2) kann man (3), (4), (5) und (6) mit und co 1 ? be- 
zeichnen. 

(E) b und a seien zwei Kreise in R, , so bezeichnet 5 in 
( 1 ) j = (a a) a - (a a) a 

einen Beriihrungspunkt zweier Kreise a und a ; da bestehen 
( 2 ) (s a) = 0 , 

(3) ( £ a) = 0 

und 

(4) (s S) = 0 , 

wo man sich denken kann, dasz 

(5) (a a) 2 = 1 

gilt. 

(Fj Wir betrachten zwei Kreise 
( 1 ) 21 = 0 + e a 

und 

( 2 ) l = a+ so* 

(1) NAKAJIMA (MATSUMURA, eingeborener NAKAJIMA), S.: Some Inequalities be- 
tween the Fundamental Quantities of the Triangles, Tohoku Math. Journ. 25 
1925), S. 115. 
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wo a , a , a und a* die Kreise in R, bezeichnen. Da gilt 
( 3 ) «* = 1 . 

Aus (1) und (2) ergibt sich 

91 = a a + e (a a* + a a) 

( 4 ) j 

L — a a , 

_ * _ 

wo sich a und a* innen, und a und a auszen beriihren. Da gilt 

- * _ 
a a* + a a = 0 . 

Aus (4) folgt 

COS 0! — COS 02 , 

-k # ' 

wo 0, der Winkel zwischen und , 0 2 der zwischen a und a ist. 
(G) Wir behandeln 

( 1 ) J = (a 3 a 2 ) a, + (a,a 3 ) a, + (0,5,) a 3 , 

Aus (1) folgt. 


(£o 5 ) = (a 3 a 2 ) (a,a 3 ) + (a,a 3 ) (a 2 a 3 ) + (a 2 a,) (a 3 a 3 ) , 

( 2 ) y£0,) = (a 3 b 2 ) (a,a 2 ) + (a,a 3 ) (a 2 a 3 ) + (a 2 a,) (a 3 a 2 ) , 

Hsa.) = (a 2 a 2 ) (a,a,) + (a,a 3 ) (a,a,) + (a,a,)(a,a 3 ), 

wo a, , a, , a, , a, , a, , a„ und J die Kugeln in R 3 bedeuten. 

Aus (2) kann man die Winkel zwischen a 3 ; j , a, und a, 
erkennen. 


(H) Beriihren sich zwei Kreise ? und r t auszen im Punkt i , so 
folgt daraus 

( 1 ) S = f - 7 • 

Ist j der innere Beruhrungspunkt zweier Kreise r und $ in R, , 
so erhalten wir 

(2) S-e + 7, 

woraus sich ergibt 
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j/* = (S s) - (* - 7 , * + 7> 

(3) J = (£*) + (£7) - (£7) - (77) 

( =(*« + (* 7), 

wenn e auf 7 liegt, denn 

(4 ) 0 = (y y) = (£ 7 ) + ( 77 ) 

gilt. 

Aus (3) kann man wissen, dasz die Lange l zwischen zwei Punk- 
ten E und jc Null gleich ist, wenn 

( 5 ) £ J_ £ , £ _L 7 

sind. 

Nehmen wir e auf £ in (1), so folgt daraus 

(/* = (EE) = (f f) + (c7) - (f 7) - (7 7) 

( 6 ) < _ 

( =-(?7)-f77)» 

weil 

(7) (££)l (£?) = () 

gilt. 

Aus ( 6 ) kann man wissen, dasz 7 nicht 7 und £ innen beriihren 
kann, wenn / reell ist. 

( I ) Wir betrachten 

(1) S = c-(c7)7, (?7)* = 1, 

wo £ und 7 die Rugeln in R, , e der Beruhrungspunkt zweier Kugeln 
£ und 9 ist. 

Sind 

( 2 ) *±£, 7±7. 
so folgt daraus 

(3) (J57) = 0, 

d. h. e liegt auf 7 , wo 7 eine Kugel in R, ist. 



Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXXIV) 185 


So erhalten wir den 
Satz : Wenn 

i) _L ? , i) -L 'I 
gelten, so liegt j auf g . 

Die Umkehrung dieses Satzes ist nicht richtig, d. h. wenn X) durch 
X geht, so gelten aber 

)) i f , I) ± r ! 
im allgemeinen nicht. 

(J) Ist x; der innere Beriihrungspunkt zweier Kreise £ und in 
R ; , so folgt daraus 

( 1 ) x — £ + $ . 

Geht der Kreis l) den Punkt j hindurch, so gilt 

(2) 0 = (xb) = (£$) + 

Oder 

( 3 ) cos 0, = - cos 0 2 , 

wo 0i der Winkel zwischen c und tj , 0j der zwischen ^ und i) ist. 

Ist j der auszere Beriihrungspunkt zweier Kreise c, j? in R. , so 
folgt daraus 

( 4 ) x = f ~ 9. 
woraus sich ergibt 

(5) o = (Xb) = (£$) - (9 9) 

Oder 

( 6 ) cos <f , = cos , 

wo der Winkel zwischen c und t) , <f s der zwischen y und 9 ist. 
Da geht ij den Punkt x hindurch. 

Aus (3) und (6) folgt 

( 7 ) cos 0, : cos f, = — cos 0 S : cos f , . 

(K) Im folgenden mOchten wir Lies Geometrie behandeln. 
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E in 

( 1 ) £ = £->? 

bezeichnet einen Kreis, wo $ und 7 zueinander senkrechte Kreise 
bedeuten. 

Von 

(2) E = f + 7 

gilt das Gleiche. 

Weiter betrachten wir 

( 3 ) S = f -7 

und 

( 4 ) s = £ + 7 ; 

es folgt daraus 

(5) (ee) = 0 , 

d. h. zwei Kreise 5 und g beruhren sich, wo 

(ff) = o, (? 7 ) = 0 , (e*) = o, (**) = o 

gelten. Da £ , 9 , g , g und 7 Kreise bedeuten. 

(L) Im folgenden mOchten wir Studys Ubertragungsprinzip er- 
klaren. 

Wir fuhren nun zunachst PlOckers Linienkoordinaten ein. 

Eine Gerade 21 sei durch zwei auf ihr liegende Punkte g und t) 
bestimmt 05 . 

Wir setzen 

( 1 ) 21 = f> 0 ) - g) , 21 = p (g x 9) , 

wo p einen von Null verschiedenen und iibrigen beliebigen Faktor 
bedeutet. 

Nun setzen wir in ( 1 ) 

(2) S = $ - 7. 


(X) BJLASCHKB, W. : Vorlesungen uber Differentialgeometrie, I, Dritte Auflage, S. 264. 
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wo £ , jj , £ und 7 die Kugeln in Rn bedeuten. 

Weiter kann man untersuchen wie in Blaschkes Buch. 

Anstatt (2) kann man 

(3) E = £ + 7 , El = ? + 7 , 

fE = {f ??}■{!* (??)}, D={fTf/)-{l± (£?)}, 

(4) j 

l(£i?/ = l, (£)j) J =l, 

(E = =F « 7 } l / r±"2'i (f^) , 

( 5 ) ] 

(l)={fTe7}/l±2e (£ r,) 

annehmen 05 , wo c , jj , c und 7 die Kugeln in R x sind. Da ist s' = 1. 

(M) Im folgenden erlautem wir Ruses Arbeit f,) . 

Eine Gerade p K1 ' wird von zwei Punkten x und i) auf ihr be- 
stimmt, wo 

( 1 ) E = f — 7 , D = ? - ^ 

sind und £ , 7 , £ und ij die Kugeln in R x bedeuten. 

Weiter kann man untersuchen wie in Ruses Arbeit f,:) . 

Anstatt (1) kann man 


(2) E = £ + r, , I) = £ + if , 

(E = =F • (1 ± (c r /)> , 

(3) J 

(t) = {£ T y y ) • {1 ± (£?)} , (£?/ = l, (£?)'= 1, 

(E = T ei ?) I 7 ! ± 2«(CJ?), 

( 4 ) ] 

(b = {£ =F e 7} /l ± 2 e (c 5) 

annehmen°\ wo £ , 7 , £ und 9 die Kugeln in R\ sind. 

Da ist e 1 2 3 = 1 . 


(1) MATUMURA, S.: Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln (XXX , Mem. of the 
Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ.. Vol. XXI, No. 9 (1939), S. 362. 

(2) RUSE, H. S.: The CAYLEY* SPOTTISWOODE coordinates of a conic in 3*space, 
Compositio Mathematica, Vol. 2 (1935), p. 438. 

(3) MATUMURA, S. : Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln (XXX), Mem. of the 
Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XXI, No. 9 (1939' , S. 362. 
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(N) Wir betrachten 

(1) S = (f7) + 0, 

wo £ und r t die Punkte in R N bedeuten, so kann man £ als Kugel in 
R n denken, da aus (1) 

(2) (u)= -2(fr ; /-l=0 

gilt. 

(O) 1st j der Beriihrungspunkt zweier Kreise £ und rj in R 2 , 
so folgt daraus 

( 1 ) jc = £-(£5)7. 

Wenn ein Kreis t) zu c und 7 senkrecht ist, so gilt 

( 2 ) (**) = <> 

und 

( 3 ) 0 ? U) = 0 , 

somit folgt aus (1), (2) und (3) 

(4) (Sty) = 0; 

wir erhalten so den 
Satz : Sind 

9-1?. 9-L’?. 

so /iogf s o«/ 1) . 

Sind 

(f t)) = 1 , (r, \)) = 1 , 

so folgt daraus 

(S^) = 0; 

daraus ergibt sich der 

Satz : Beriihrt 9 ? und 7 , so geht 9 don Punkt j hindurch. 

(P) Wir betrachten 
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( 1 ) E = *-(*?)?. (^) 2 = 1 , 

( 2 ) E = £ - (f i) 7 . ?/•= 1 , 

wo c, 7 , f und 7 die Kugeln, e und e die Punkte in R s sind. 

Aus (2) folgt 

(3) S + (f?)7 = ff- 
Liegt e auf c, so kommt aus (1) und (3) 

( 4 ) (c e) ~ (f ?)(??) + (??) (f 7) - (f r /)(^)( r J^) = 0. 

1st e der Beruhrungspunkt zweier Kreise c und ^ » so folgt aus ( 4 ) 
(5) (f?)(c >?) = (c 7)(f?)(7?) 

Oder 

( 6 ) (?‘ r/f = (rj yf 

d. h. 

( 7 ) cos 0 = cos </> 

wo 0 der Winkel zwischen c und 3 ? , ^ der zwischen ij und ^ ist. 

1st e der Beruhrungspunkt zweier Kreise f und r, in Rj , so ergibt 
sich daraus 

(8) E = ^-(^ 3 f) 5 ?, (c?) 5 =l. 

Wir betrachten einen Kreisbuschel Z . der im Punkt e den Kreis 
? beriihrt; es gilt 

(9) C = c + ^S- 
Aus (8) und (9) ergibt sich 

| : “ f+ 

(10) | = f + ^ (c - (C3?)3j) 

wo ^ der Parameter ist. 

(Q) Wir betrachten 
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(f*/“ 1, 

(K) 2 -l, 

(C»/=l, 

wo £ , yj , C » w die Kugeln und s , t ) , 3 die Punkte in R, bedeuten. 
Geht der Kreis die Punkte jc , h und 5 hindurch, so folgt daraus 

(2) (?9/=(C9/, (C 9/ =(»*>/ 

Oder 

(3) (^)*=(7^ = Ci)*=(to^ 

Oder 

( 4 ) cos' 0, <f= COS* 0; = cos' 03 = COS 0< 

wo 0, der Winkei zwischen £ und y , 0„ der zwischen r, und 9 , 0 3 der 
zwischen Z und y , 0 4 der zwischen to und y ist. 

(R) Wir betrachten 

CoS — C<)£ — (c*)£ CO 1 ?) CO 5 ? » (co? CO 1 ?/ ~ 1 > 

wo (o? , co 1 ? die Kugeln in R„ und Cl) r die Punkte sind. 

So folgt daraus der 

Satz : Fallt das arithmetische Mittel der 
cof > O’ = 1, 2, 3, w] 
zmjw Ursprung des Koordinaten, so ergibt sick daraus 

<Ql = 2 Jco£co2i 
M « 

Oder 

S (()£ = S (co^ co) CO 1 ? • 

(S) Wir betrachten 

cnE — ci)f — (co? co 1 ?) co 1 ? » ('ci)f Cl) 1 ?/ = 1 » 
cs>E = cs)> (c»£ cs) 1 ?) C 2 ) 1 ? 1 (c»£ cs) 1 ?/ — 1 » 


! S = £ - (£ 7 ) 7 , 

9 = 7 “ 0? 0 C , 

3 = C-(Ch>)w, 


so folgt daraus 
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/ (c«S<5)S) = (tiA c»^) — (<i>£ cd7)(cs>£ (o’/) (c»f <s)7) (itA <2)7) 

+ (<»£< tfl)((s£afl)(tfXafl) 

< 

= 1 — (aA <d7) (aA <d7) ~ (uA ay']) (iiA ( 2 ) 7 ) 

+ (<«£ <o7) (crA art) . 

wenn und C 2)f cn7 bzw. Cs) jf beriihren. 

(T ) Zwei Kreise $ und if in Rj beriihren sich in dem Punkt jr, 
so folgt daraus 

(1) s = ? -Av)*), (cif/ = l. 

1st l) der Kreis in R,, der den Punkt 1 hindurchgeht, so kommt 
daraus 

( 2 ) = 

1st b der Schnittpunkt zweier Kreise if und tj , so haben wir 

(3) (b ij) = 0 , 

(4) (b if) = 0 . 

1st / die Lange zwischen b und j , so bekommen wir 
( 5 ) r- = (b £) 2 . 

Weiter kann man die Lange zwischen zwei Punkten 3; und b , die 
der Schnittpunkt zweier Kreise c und y ist, finden. 

(U 1 Es liegen drei Punkte 

o>E [* ~ 1* 2, 3] 
auf einer Gerade, wo 

i coE = uA - (c lA CD 1 ?) 0)7 , (ci A <d7)'~ 1 , 

(»>E ~ <2) f (cs A <2)7) <s)7 > (<j)* < 2)7 ) ,== 1 > 

<s)E = <»)£ ~ (<s)£ <s)7 ) <3)7 . (<s A <3)7/ = 1 » 

so folgt daraus 


^ <oE d /*<*)E = (-* + /<) <s)E 
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oder 

P {<t)£ — (ct)f <n 7 l') co?) + A 4 {cs)^ — (c;)^ <2)7 ) (2)7 ) 
( — + A 4 ) {<3)^ — (<s)£ (8)7) <3)7) 


wo ^ und a 1 die skalaren Grdszen sind. 

(V) Wir betrachten 

fcoS — cd» ~ (<i)f <i)7 ) co7 » (c»r d)7)* = 1 > 

(c2)£ — <3)^ — (<2)^ < 2 )7) <2)7 > (c2>£ <2)7 ) ,== 1 . 

so haben wir 

(<d 5 <s)7) = — 1 + ((of (o7) (c.)? (2)7) f(o7(5)7) • 

1st (<oC (o7) ((of ( 2 ) 7 ) (<i)7 < 2 ) 7 ) maximal, so ist V\ (c,) 5 c 2 )S)der Diameter 
des Kreises to c , da , co 7 die Kreise in R, und co S die Punkte sind. 

(W) Ist («s der “Beruhrungspunkt zweier Kreise co f und ( i+ n£, 
so haben wir 


f(l>5 — (t)£ — (tl)f (2)0 (2)^ > (2)5 — (2)^ ((2)£ (3)0 (3)^ > 

(1 ) ) 

1 ( 3)5 = ( 3 )^ — (( 3 )^ (4)0 «)£ ) ( 4)5 — — ((4)^ (1)0 ( 1 )^ * 

WO 

i = 1, 2, 3, 4, z = 5 = l; 
daraus ergibt sich 


(2) 


(t)P = ((1)5 (3)5) ~ (<l)£ (3)0 — (<1)^ (2)0 ((2)' (8)' ) 

— ((3)^ (4)0 (<ljO ( 4 )0» 

(2)P— ((2)5 (4)5) = Ccs)0 (4)0 — (<2)f (3)0 ((s)£ (4)0 
((4)f (1)0 ((!)' (3)0 > 


wo (,)/ die Lange zwischen C dE und (3 )? , (! )Z die zwischen oj und (4) s 
bedeutet. 

Wenn c ,/ = Cl) / 2 , so 
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so 


C((l)£ (3)f) — (ci)C (c«f C3)f) — (cs)£ (4)0 (co? C O? ) 

(3) J 

l — (c2)^ c«^) — (cs)f o:>£)(c3)£c4>£)~(co£ cdOIcd* cj)0- 

Wenn 

( 4 ) (coE (s)S) = (cs)E oE) = (cs>E C4)S) = (c4)S cnE) > 

(5) 

(«* (2)0 ((l)£ (2)0 ((2)£ (3)0 (itfi (3)0 (ci)? (2)') ((2) f (3)0 ((2)' (3)') 

= (c2)f Cs)0~ '((3)£ (3)0 — ((3)f (4)0 (cs)£ (4)0 _ ((2)C (3)') ((3)' (4)0 ((3)» (4)0 

= ((3)' (4)0 ((3)^ (4)0 ((•!)' Cl)' ) ((8)^ (1)0 ((3>f (4)0 ((4)' (l)» ) ((4)' Cl)' ) 

l = ((4)^ Cl)0 ^(4) f (O' ) (ci> (2)0 (<<;' (2)0 (c4)^ (1)0 ((1)' (2)0 ((!)' (2)0 • 


(5) ist die Bedingung dafur, dasz , coE ( 2 $ cs)E C 4 )E rohnbisch ist. 

Gelten (3) und (5) in C' ci)Ec 2 )Scs)E( 4 )E . so muss c,)Ec 2 )E( 3 )Ec 4 )E 

ein Quadrat sein. 

Weiter kann man wissen, dasz 

der Inhalt - i/Q?. < s) e) (c 2 )E «>l) 

gilt. 

(X) Der Kreis r t beriihrt die Kreise f und ' im Punkt 
coE [ i = 1, 2] : 

daraus folgen 

fo)S = £ - (c 7) 7 . (f 7)* = 1 . 

(c2)E = 7 - (7C)C, (7 C)* — 1 • 

Ist der Kreis, der die Punkte co 7 hindurchgeht, so folgt 

(1) (cnE 0 = (cs)E 0 = 0, 

(2) (p*) = 0, 

wenn l) den Punkt V hindurchgeht. 

Aus (1), (2) folgt 
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(3) 


(4) 

(v $)* — (C 

(5) 



Mit (3) kann man b bestimmen. 

Wenn den Kreis e beruhrt, so folgt (Eij)=l daraus anstatt (5). 

(Y) 1st coE der Beruhrungspunkt zweier Kreise und Ci+n f in 
R*; so folgen daraus 

Uoi “ (l)£ “ (ci)f CS)f) (2)^ > C == 1 > 

C2)$ ~ (2)£ ~ ((2)^ (3>f ) (3)^ > ((2)^ C3)^) ~ 1 t 

( 1 ) ' 

'•ooE = » (t">' coo = 1 > 

wo 

i = 1, 2, •••, n, t = (n + 1) = 1 ; 
daraus ergibt sich 

( 2 ) ((«£ e/= E)* > * = 1> 2, •••, m + 1 , 

wenn die Punkte 

coE [»' = 1, 2, ...«] 
auf einer Kurve e in Rj liegen. 

(Z) Es seien 

( 1 ) <*>E = CO^ — (co^ CO 5 ?) CO 5 ? > (c<)f CO 5 ?)* = 1 » 

wo (i>c , co 1 ? die Kreise in R* und c<) e die Punkte in R, bedeuten. 
Wenn 

( 2 ) (ct)E C8>E)‘ — (cs)5 c3)E)‘ > 

so 
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(co7 cs)£)*+(ci)£ ca)7/+ 2 ((i)f(i)7Xca)f(j)7Xci) 5 7(3)fXcs) 1 7ci)f) 

= ((2)7 C»)f/ + ((I)f (3)7 )* "t" 2 ((2)f(2)7Xc»)f C3)7X(3)7 CS)^X(s)7C2)^) 


wenn 

( 4 ) u)£ _L c S )f » cj) f _L cs)f 

gelten. 

(3) ist die Bedingung dafiir, dasz der Punkt < 3) )c auf der Gerade 
liegt, die zu der Gerade (c 0 S, c 2 )E) senkrecht ist, den Mittelpunkt 
zwischen zwei Punkten co r und C2) j hindurchgeht und die zwei Punkte 
co r und («>r hindurchgehende Gerade darstellt. 

N. B. Wir betrachten 

(A) X. = (c - rj) • (1 + (? i})) , 

(B) 5 = {c + 7}‘{l-(f7», 

(C) J= (c + eij) --/l - 2~e(c>?) 

( + ) 

und 

' D) E= (E~ e 7>-'» / l + 2 £(Tt), 

in 

wo c und r t die Kreise in R 5 bedeuten (I) . Da (c = 1 gilt, wo « die 
Einheit von dualen Zahlen (e*= 0) ist. 

Wenn man (A), (B', (C) Oder (D) anstatt der oben erwahnten 

K = ?-(cjy)iy, (c $,*=!, 


nimmt, so kann man ebenso gut wie oben untersuchen. 

Sind jr und t) zwei Beruhrungspunkte zweier Kreise £ , 13 bzw. r t , 
, so kann man nach (A) setzen : 

( 1 ) e = (c - r t ) • (1 + (c 7)) , 

( 2 ) b = (7 - C) • (1 + (7 0) • 


Geht ein Kreis Si zwei Punkte 5 und t) hindureh, so gelten 


(3) 0 = («s)= <(**)-(**)}.{! +(£?)> 


(1) MATUMURA' , S. : Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXXIT , Mem. 
of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XXVI, S. 89. 
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(4) 0-(*u)={(«?)-(*C)}*{l + (7C)>. 

Weiter geht ft den Punkt p hindurch, so folgt 

(5) (ftfl-O. 

Aus (3), (4) und (5) kann man ft bestimmen. 

Beriihren sich die Kreise c , , , f und & in den Punkten i; , i) und 
5 , so gelten nach (A) : 

(6) S={£~, }-<l + (*?)}, 

( 7 ) 9 = <7 - 0 • (1 + (V C)> , 

f 8 ) j = <C - to) • (1 + (C »)} . 

Geht ein Kreis ft drei Punkte x , y und j hindurch, so folgen 
daraus 

( 9 ) 0 = (ft S ) = {(ft?) - (ft,)} • (1 + (*?)} , 

• (io) o = (ft»,)= {(ft ,)- (ft c)>-{i + (,:)>, 

( 11 ) 0 — (ft g) = {(ft c) - (ft to)} • {1 + (C to)} . 

Aus (9), (10) und (11) kann man ft finden. 

Von (B), (C) und (D) gilt das Gleiche. 

( 2 ) 

Im folgenden mdchten wir die verschiedenen Satze uber Kreise 
und Kugeln erklaren. 

(A) Eine lineare homogene Transformation der n homogenen 
Kugeln h in R N sei gegeben durch die n Gleichungen 

h — e\ & + el ^ + ... + el % , 
h = elh + + — + elin, 


\ £w l “t" &n "t" • • • £n > 


( 1 ) 
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die wir zusammenfassed wie folgt schreiben : 

( 2 ) S* = S e\ i* . 

k 

Wir sprechen kurz von der Transformation 
E — E- 

Die GrOszen e k sind die Transformations-Koeffizienten, die 
Matrx Ill'll ist die Transformationsmatrx und ihre Determinante 

( 3 ) A = | e\ i 

ist die Transformationsdeterminante ; wir setzen stets 

A + 0 


voraus. 

Ist 

A = 1 , 

so heiszt die Transformation „unimodular“. 
Ist 


I 4 ) 


e. 


(1 fur i = k , 
(0 fur i-Yk , 


so erhalten wir die „identische“ Transformation 


E( = Ei • 

Etwa allgemeiner kdnnen wir dann statt (2) schreiben 

(5) /’E> = 5 c ‘S*’ 

wo /> =4= 0 eine beliebige Zahl ist. 

Wenn c und ? zwei Kugeln analog ( 1 ) sind und die Beziehungen 

k 

bestehen, so sagt man, die f, werden zu den y.i kogredient trans- 
formiert Oder die beiden Transformationen 

S -» i und c — * c 

seien zueinander kogredient. 
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Da A =4=0 ist, kOnnen wir (2) nach i< auflOsen. 

Wenn E< der Minor von e\ in A ist, so gibt (2), wenn wirmit 
E? multiplizieieren und fiber i summieren : 

= ^5** a lk = Aj», 

also 

(6) s* = £-M- Ei . 

1 A 

Diese Transformation j; — * s ist die Jnverse “ von (1). 

Ihre Determinante wird 

| 1 = _JL | Ef 1 = = — =4= 0 . 

I A A n A” A 

Sind 

( 7 ) T, ... & = S ei s* und T 

3 

zwei Taansformationen j — * £ und e — • jr , so kdnnen wir daraus 
S — * s bilden: 

(8) T.T,...* = SSrf/lL. 

* i 

Diese Transformation 

(9) T„ = T, T/ 

heiszt „«ms T t wnd T/ zusammengesetzt “ und zwar in dieser Reihen- 
folge geschrieben. 

T„ wird auch als „Produkt“ von T t und T/ bezeichnet ; ihre Trans- 
formationskoeffizienten gi entnehmen wir (8) : 

(10) gi = ^eifi. 

T/T, ist im allgemeinen von T, T/ verschieden. 

Die Transformationsdeterminante A # von T„ ist das Produkt 

A. A/. 

Nehmen wir fur T, die durch (6) gegebene Inverse von T, , so 
gibt diese T« T y = T„ = der identischen Transformation. 

Demgemasz schreibt man Tr 1 fur die Inverse von T, . 
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Alle co- 8 - 1 linear-homogenen Transformationen ( 5 ) bilden die 
(n*— 1 ) -gliedrige „allgemeine projektive Gruppe“ des Gebietes n‘ er 
Stufen. Das ist ein System von Operationen mit folgenden 4 Ei- 
genschaften : 1 . T e T , =T„ ; 2 . T, (T , T„) = (T, T ,) T, , assoziatives 
Gesetz, folgt aus ( 10 ); 3. T e T 0 = T 0 T, = T f , Existenz der identischen 
Transformation ; 4 . T, Tf 1 = Tr 1 T, = T 0 , d. h. zu jeder T, gibt es 
eine einzige Inverse 05 . 

(B) Geben wir durch eine Garade 5 drei Ebenen 
( 1 ) S* [« = I, II, HI] 

und auf einer weiteren Gerade 5* ebenfalls drei Ebenen j* vor, so gibt 
es genau vier Mobiustransformationen des Raumes, die die Figur 

* ;Js 

{3 j“) uberfiihren in die Figur {5 1“} . 

Wir konnen im folgenden durch eine Ahnlichkeit 5 in f iiber- 

— * 

fuhren, dann gehen die £* dabei in drei Ebenen durch $ iiber. 

Dann kann man auf zwei verschiedene Weisen durch eine Kreis- 

— *■ 

verwandtschaft auf $ die j in die iiberfuhren. 

Zu jeder solchen Kreisverwandtschaft haben wir dann nach dem 
eben Ausgefiihrten noch zwei zugehdrigen Transformationen des 
Raumes. 

Diese vier Abbildungen sind nun auch die einzig mdglichen. 

Denn die Figur 

* * 

<S£‘> 

kann, wenn man die Identitat mitrechnet, nur durch vier Transforma- 
tionen in sich iibergefuhrt werden. 

Zunachst gibt es zu der Identitat durch die Gerade y* zwei Kreis- 
verwandtschaften, einmal die Identitat des Raumes, dann die Inver- 
sion an 5*, die alle Punkte von 5* in Ruhe l&sst. 

Dann gibt es die Inversion auf 3*, die die Gerade durch die Ebene 

* 

5* durch 3 punktweise in Ruhe lasst, und zu dieser gibt es zwei 
Transformationen im Raum, von denen man wieder die eine aus der 
andern erhalt, indem man noch die Inversion an 3* ausfuhrt. 


(1) WEIZENBOCK, R. : Invariantentheorie. 1923, S. 6. 
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Da die Figur 

* * 

von 10 Bestimmungsstucken abhangt, ist unsere Gruppe der Abbil- 
dungen von Mdbius im Raum 10 = Gliedrig. 

(C) Die Mittelflache zweier Kugeln p (u, v) und q (w, v) ist durch 

(1) 1 (u, v) = l [p («, v) + q («, »)] 

erklart. 

Setzen wir 

(2) X = f+(c y)r t , (c^) 2 = l 
in (1) ein, so folgt aus (1) und (2) 

(3) c + (c7) r / = •] [p + q], 

wo c und q zwei Beruhrungskugeln bedeuten. 

Da y, und v zwei Parameter sind. 

Wenn 3£ regular ist, solange die Vektoren 3t„ , 3c, linear unab- 
hangig sind und 

( 4 ) a X„ + b = 0 
bedeutet, so gelten 

( 5 ) a p„ + b p„ = — (a q„ + b q„) 

Oder 

( 6 ) ' a 4 - b ij, = - {a (c rj) rj, , + b (c y) r h ) ; 

dies ist bei allgemeiner Lage von p und q Oder c und q nur mdglich, 
wenn a—b — 0 ist. 

(Dj Wir betrachten 

( 1 ) p„ = « i + r £» 

und 

(2) p, = «E + rSv, 


so folgt daraus 
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( 3 ) (t)„ t},) == aa — const. , 

wo x, und tj die Kugeln in R s - bedeuten und « , « , r » 7 die Konstanten 

sind. Da u und v die Konstanten bedeuten. 

Aus (3) kann man wissen, dasz 

( 4 ) cos 0 = const. 

0 

gilt, wo 0 der Winkel zwischen und t) f ist. 

(Ej Wie in Konigs Arbeit 0) sei durch den Vektor 

( 1 ) b (u\ u\ u in ) 

eine w-parametrige Schar gerichteter Kugeln mit den Mittelpunkten 
( 2 ) x t { u\ u\ u m ), i = 1, 2, 3, m 
and dem Halbmesser 

( 3 ) X m , 1 (ti\ M 2 , u m ) 
gegeben. 

In einem R,„ + 1 entspricht diesem Kugelsystem durch isotrope Pro- 
jektion eine Flache, als deren Maszbestimmung d £“ wir das als positiv 
vorausgesetzte Quadrat der Tangentenentferung vor zwei benachbarten 
Kugeln wahlen : 

in 

(d£ = dxr x + dxi + ... + dx„, — dx „, + , = 1 lg „ duu du , , 

( 4 1 )e =il. JJL. 

' ' 11 du* 

Mithin ist 

i 5 ) G = | ,g|t» | " 0 . 

Den Flacheninhalt von H gibt 

d U = ,/g- du' du * ... du'" . 

Wir betrachten (1) als eine Mannigfaltigkeit V,„ im euklidischen 
R„ der Dimension m , in der Umgebung einer Stelle, wo j; eine analy- 

(1) Konig, K.: L-Minimalflachen, Mitteilungen der Math. Gesellschaft in Hamburg. 
Bd. VI, Heft 1-9, 1921-1930, S. 190. 
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tische Funktion der komplexen Veranderlichen 
u\ u\ u m 
ist. 

Der Voraussetzung nach ist m der bewegungs-und parameter- 
invariante Rang der Matrix 







’’ 3«“ 


r sei der ebenfalls bewegungs-und parameterinvariante Rang der 
Matrix ||g„» II • 

Mannigfaltigkeiten mit r m pflegt man als isotrop zu bezeichnen. 

Insbesondere haben wir V„ mit r = 0 wegen d x* = 0 ametrisch 
genannt. 

Weiter kann man untersuchen wie in Lenses Arbeit 05 . 

(F) Es seien zwei Paare von n Kugeln 

1 ) coSi cot) U = 1» 2, »] 

in Rn gegeben, so bezeichnet 

(I = (c»S + + ••• + 00 l)/n , 

(2) _ 

()) = (co*) + CS)') + ••• + oot)}/« 

zwei Kugeln in Rn und 

( 3 ) coS — S 

die Lange der gemeinsame Tangente zwischen zwei Kugeln 0) r und x ■ 
Nun setzen wir 

( 4 ) r — ^ co? 

M(T E <7, 

wo 

(1) LENSE, J. : tlber isotrope Mannigfaltigkeiten, Math. Ann. Bd. 116, S. 297. 
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= J- \± (cos - if] - J- S cof . 

= V- is («# - 57| = V- s co? , 

^ n m-i ) ^ m 

so haben wir 05 

( 6 ) 

Aus (2) folgt 

( 7 ) 0 = l/n-{| Cl) y - y 1 + |<cE - y | 4- ... + !c»)S - x .} ; 

daraus ersieht man, dasz die Summe des absoluten Wertes von Lange 
der gemeinsamen Tangente zwischen zwei Kugeln co x. und y Null gleich 
ist. 

(G) Wir betrachten zwei Paare der Kreise y und t), y und i) in 
Rj , wo y , V) , y und die Kreise in R 2 bedeuten. 

Gelten 

(1) (^ ^) = 0 , (y-y,h) = 0, (ij - ») , y) = 0 , 

so erhalt man 

( 2 ) (» y) = (u y) 

Oder 

( 3 ) cos 0, = cos 0 2 

wo 0, der Winkel zwischen 1} und y , 0 2 der zwischen i) und y ist. 

( H ) Wenn p ein Kreis in meiner Arbeit (i) ist, so ist E auch ein 
Kreis. 

Es ist klar, dasz, wenn E ein Kreis ist, so ,« ein Kreis ist. 

(I) Bezeichnet man namlich die natiirlichfe Gleichung der Ebenen- 
kurve (K) mit 

(1) r = r(s), 

(1) Vgl. z. B. MATUMURA, S. : The mathematical theory of statistics, Tokyo, 1937, S. 7. 

(2) NAKAJIMA, S. : Losung der Aufgabe 42, Jahresbericht d. Deutschen Mathem.- 
Vereinigung, XXXVII. 2. Abt. Heft I, 4. S. 33. 




204 


Sozi Matumura 


wo r den Kriimmungsradius und s die Kurvenlange bedeutet, dann 
gilt 


( 2 ) 


= cos r , — sin t , 

) as ds 

la = x + iy = ( V ds , 


T 



ds 

r(s) ’ 


da x und y die rechtwinkligen Koordinaten des beliebigen Punktes P 
auf (K), t den Winkel zwischen der Tangente an P zu (K) und der 
*-Achse bedeutet 03 . 

Wenn p, 9 die polaren Koordinaten von P sind, so folgt aus (2) 



wobei 0 den Winkel zwischen p und der *-Achse bedeutet. 
Aus (3) ergibt sich 


( 4 ) p = exp. | - exp. f e i! F ds J £ e l r d s j 
Aus (4) kann man p finden. 

Wenn p ein konstanter ist, so muss (K) ein Kreis sein. 
Setzen wir p in (4) in (3.) ein, so kann man 0 finden. 


( J ) Wir betrachten die MoBiussche Kugelgeometrie, die sich aus 
der Ubertragung der stereographischen Projektion auf den vierdimen- 
sionalen Raum ergibt. 

Wir projizieren eine „Vberkuger desselben, die in den fiinf homo- 
genen Koordinaten 


Xo , Xi , Xu , Xz , X 4 

die Gleichung hat: 

( 1 ) (sj)=-* + j6 + * + *» + *5 = 0. 

Den Punkten 5 [(jj) = 0] der Uberkugel (1) entsprechen dann die 


(1) KUBOTA, T. : Beitrage zur Inversionsgeometrie und LAGUERRE-Geometrie. Jap. 
Journ. of Math. I (1924), S. 41. 
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Punkte der Uberebene oder, wie wir auch sagen wollen, die Punkte 
des dreidimensionalen Raumes der Projektion x t = 0 . 

Hier gelten fur die stereographische Projektion die Formeln: 

, = „ 1 + P+7/.+ C* 

X ° P 2 

*1 = P c , ** = P r l , *z = PZ, 

Xt l ~2 ' 

die erlauben, aus den kartesischen Koordinaten 
c , r / , C 

des Punktes des Projektiosraumes die homogenen Koordinaten x, des 
entsprechenden Punktes der Uberkugel (1) zu ermitteln, wo p den 
Proportionalitatsfaktor bedeutet. 

Dehnen wir unsere Geometrie auf das komplexe Gebiet aus, so 
wird die Gleichung 

(3) (S , S 1, ) = 0 

fur zwei Punkte j” von Wichtigkeit. 

Sie besagt, dass die Punkte a und to auf ein und derselben 
isotropen Gerade liegen, denn durch Ruckgang auf kartesische Ko- 
ordinaten 

*1 y l . ±11 — IT **T1 
* » 7 » 'S » » • 7 9 + 

erhalten wir aus (2) : 

( 4 ) (c 1 - c”/ + (r/ - *«/ + (:■ - :")* = 0 . 

Wenn 

+ ; tl = + d: 1 

gilt, so folgt aus (4) 

■ (d £7 '+ (dr/)* +(d:7 = 0 



Oder 
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gtk du‘ du * = 0 
wo 

( 5 ) (d + (d ■?)' + (d C 1 ) 2 = ga du* du* 
gesetzt wird, wo du\ du k die Parameter sind. 

Die Bogenlange einer Kurve u‘ (t) ist dann 


(6) 

s = j W di = 0 , W = \ gut u* «* , u‘ = du l /dt , 

wo t ein neuer Parameter ist. 

(K) Gilt 


( 1 ) 

((s > S + = o , (e , E + b) — o . 

U>j,S-l)) = 0, fo , S “9) = 0, 

wo s , 1 ) , if, tj 

zwei Paare der Kreise in R» sind, so folgt 

(2) 

f(ss) + (i») = 0, (si) + («)-0, 

US 9)- fi»9) = 0, (e9)-(99) = 0 

Oder 

' 

(3) 

(E9) = (i 9) , 

oder 


(4) 

(E9) = (s9); 


so ergibt sich aus (4) 

(5) (si) = 0, 

so folgt der 

Satz: Wenn (1) giiltig ist, so muss j 2 « ? senkrecht oder x, zu 
i) senkrecht sein. 

(10 

(1) fit) (a = I, II] 

Bedeutet eine Kresflache ( K) in R, , wo r* die Kugeln in R, sind. 

(2) f(t) [« = 1,11, III] 

bedeutet zwei Kurven C, , C t auf (K). 



Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXXIV) 207 


Wenn 

( 3 ) (4) t (0 = 0 , A=1 Oder A=2 Oder A=3 

gultig ist, so treffen C, und C. einander in t = t 0 , wo i den Parameter 
bedeutet. 

Wenn ein Punkt p auf C, oder C, liegt, so bekommt man 

(4) (ps®) = 0. 

(M) Im folgenden mOchten wir die Kugeln in des Verfassers 
Arbeit 05 im n dimensionalen Raum verallgemeineren. 

Betrachten wir die Kugelscharen im R N 


(1) r = p‘f* + q*7 a + - + r‘C‘ [« - I, H n] 

wo p®, q® r* die n skalaren Grdszen bedeuten. 

Alle Kugeln C‘, die sich linear aus den c®, 5 *, C® kombinieren 
lassen, gehen durch dieselben Schnittpunkte {c“, > f, ..., C“)- 

a? 4 + ... + + w*+ - 

(2) ] 

( + Kn 7” + — + K- r 


ist die Bedingung dafur, dass die « Punktepaare 

{c\ ..., c 1 }, (c 11 , ? n , c n }, - {«*, r D 

auf einer Kugel im R x liegen, oder (2) ist die Bedingung dafur, dass 
die n Punktepaare 

(r l P 11 £J»\ It 1 r 11 t u \ l rl 

, C , C VV » 7 > •••» 7 /> W » s > s / 

auf einer Kugel in R K liegen, wobei 

[i = 1, 2, •••, ] 


irgendwelche skalare Zahlen sind. 
Also folgt daraus der 

Satz : Wenn die Punktepaare 

(P.v {P, 7", 




(li NAKAJIMA, S. : Differentialgeometrie der Kreisscharen, X, XI, XII, Tohoku Math. 
Journ., Vol. 34 (1931), S. 193. 
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auj einer Kugel in Rn liegen, dann liegen die Punktepaare 


w, v n ?"}, 


(c 1 , c", C"} 


auch auj einer Kugel in R*. 

Weiter kann man den Satz 5 in des Verfassers Arbeit 05 im R* 
verallgemeinem. 

(N) Nehmen wir einen Punkt u in R„ als Linearkombination 
von s° und j®, so folgt 

( 1 ) u = p,f + Pttf 

wo p „ , Pt gewisse skalare Zahlen bedeuten, so muss gelten c * 5 

( 2 ) U U — Pa pa A“ 1 ' + Pa Pf B®'’ + pa p„ T® f , 


(3) A® 1 * = (s's") , = 

und 1 < a und /3 > n ist. Hier sind a und j3 gewisse ganze Zahlen. 

Diese quadratische Gleichung (2) in den homogenen Grossen p a 
hat zwei LOsungen, die wegen 

(4) |A* ? | > 0, l | > 0 , |T*M*>0, 

konjugiert komplex sind. 

Sind u und b die Scheiteln, so gilt 

( 5 ) u j® = u f = b t = b j® = 0 . 


( 3 ) 

Im folgenden mOchten wir uns mit unseren Fundamentalgrdszen 

(W, (W. (MO 

beschaftigen. 

(A) Wir betrachten eine Kreisflache 

(1) NAKAJIMA, a. a. O., S. 195. 

(2) Vgl. NAKAJIMA, S. : Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, Tohoku Math. 
Joum., Vol. 34 (1931), S. 201. 
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( 1 ) i = t (t, r) , 

deren mittlere Kriimmung Null gleich ist und 
( 2 ) ( 0 , 0 ,) = 0 , ( 0 , 0 ,) = 0 
gilt; man erhalt 05 

( 3 ) 2 1 = 1 ) (t) -r 5 (r) , 

d. h. unsere Kreisflache muss eine Translationsflache sein. 

Weiter kann man untersuchen wie in Blaschkes Buch' 1 2 3 -. 

(B) Betrachten wir eine Tangentenkreisflache (T), so bekommen 
wir 


(0,0,) = (1 + r*/p-) , (0,0,) = 1 , (0,0,) = 1 , 

wo p in Blaschekes Buch' 25 steht. 

Aus (1) erhalten wir die folgenden Satze. 

(1) Die Gleichung unserer Minimallinien auf (T) ist 

(1 + T-/f) df + 2 dt dr + dT 2 = o . 

( 2 ) Ein Kurvennetz 

A (t, r) df + 2 B (t, r) dt dr + C (t, ~) dr- = 0 
auf (T) ist dann nnd nur dann ein Orthogonalsystem, wenn 
(1 + *7 C - 2B + A = 0 


(3) Definiert die Differentialgleichung 
dr/dt — l (t, r) 

auf (T) keine Schar von Minimalkurven, so lautet die Differential- 
gleichung der Kurven, die zu den durch diese Gleichung definierten 
einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind : 

(1) Vgl. BLASCHKE, W. : Vorlesungen liber Differentialgeometrie, I, Dritte Auflage, 
S. 237. 

(2) BLASCHKE, W.: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, II, (1923), S. 230. 

(3) BLASCHRB, a. a. O., S. 147. 
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dr _ _ {1 + r*/(f) + I 
dt 1 + ^ 

(4) 1st 

A (t, r) df + 2 B ( t , r) dt dr + C ( t , r) dr* = 0 
die Minimallinie auf (T), so bekommen wir 
A : B: C = {1 + 

(5) t = const, und r = const. 

kOnnen zu einander nicht senkrecht sein. u. s. w. . 

(C) Im folgenden mOchten wir die Loxodroraen im allgemeinen 
Sinne, namlich diejenigen Kurven auf beliebigen Kreisflachen, welche 
eine Kurvenschar unter konstantem Winkel schneiden, erwahnen. 
Sind die Loxodromen der Kurven 
( 1 ) t = const. , 

so ist die Gleichung der Loxodromen 05 

• ( 2 ) [i/(pJTW - (W - a (0A)] dr = a {0,6,) dt 

wo a in Dinas Arbeit steht. 

Wenn 

( 3 ) ytr • a (Oft,) = 3/3/ • ['/(BfttfCOft x )-(0ftJ - a {6 A)) 

gilt, — solche Differentialgleichungen (2) heiszen exakt — , sogibt es 
nach den bekanntenn Satzen der Intergralrechnung eine eindeutige 
und stetige Funktion <p (t, r), deren Ableitungen 


(4) 

✓W(W-(W ~a (9 A) 

und 


(5) 

a (6,0,) 

sind. 



(1) DINA, C. : Sopra una curva particolare giacente sopra una superficie in generale, 
Giornale matematico ad uso degli studenti delle university italiane pubblicato per 
cura del Prof. G. BATTAGLINl, Napoli, XIX, S. 298. 
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Dann ist 


( 6 ) <p (t, r) = const. 

die Schar der Integralkurven. 

Gilt 

( 7 ) vWWAF'CW - a (0,9,) = /(r), fl (0,0,) = f (t) 

in (2), so kann man das Integral von (2) finden co . 

Wir setzen (2) in der Form 


(8) dt - M l ( M-J - ( W - a (gA) 

dr a (0fi,) 

Wenn die linearen Differentialgleichungen (8) die Gestalt 

(9) dt/dr=f(z)t + <f(r) 

haben, wo die Koeffizienten f(z) und <p(r) in einem Intervall stetig 
erklart sein mOgen, so kann man (9) losen, u. s. w. . 

Hier kann man die Theorie der Differentialgleichungen auf (2) 
anwenden. 

Wenn 

(10) * t = const. 

und 

(11) r = const. 


zueinander senkrecht sind, so folgt aus (2) 


( 12 ) 


dt = V(0jJ 2 l 

dz a V(0,0,) * 


Auf der anderen Seite ist giiltig^ 


(13) 


As = k t/(M Q 
d,s V(9,0.) ’ 


so folgt aus (12) und (13) 


(1) Vgl. z. B. BlEBERBACH, L. : Theorie der Differentialgleichungen, Berlin, (1926). 

(2) Vgt SCHEFFERS, G. : Einfiihrung in die Theorie der Flachen, Dritte Verbesserte 
Auflage, 1922, S- 32* 
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<14) Sf- 

Wenn unsere Kurven Minimalkurven sind, so erhalten wir® 3 

( Vfi fit) pt + {(9 A) + i V(0~JWA) - (AAf) dr] 

(15) \ 

( X 1(0,0,) dt + {(0,e x ) - i ■/ (9,O,)(0A) - (OfixY) dr] = 0; 


somit ergibt sich aus (2) und (15) 

(16) (Ofijdr + (0fi,)dt = 0, 


oder 

(17) t = const. , 


wenn 


t — const. und r = const. 


zueinander senkrecht sind. 

Wenn unsere Kurven die Haupttangentenkurven sind, so gilt® 3 

(18) L<fl* + Ndr* = 0; 
somit ergibt sich aus (2) und (18) 


noi C V(0,0, )(0A) - ( W ~ a (PA) ) s = _ N_ 
{ ’ l a(0fi t ) " j L 

Auf der Kreisflache gilt® 3 


(20) sin w = 

V(Ofi,)(0A) 


somit folgt aus (2) und (20) 

(21) [/(POTWsind a, - a (BA)) dr = a (0,0,) dt 

Oder 

(22) v / (0A)sm<»dr = aVWA)dt, 

wenn die Parameterlinien auf einander senkrecht stenen. 


(1) Scheffers, a. a. o., s. 556. 

(2) Scheffers, a. a. *o„ O., s. 565. 

(3) LUKAT, M.: Bianchis Vorlesungen iiber Diffeaentialgeometrie Leipzig und 
Berlin, 1910, S. 62. 
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Aus (13) und (22) kommt 

d%$ ok d t 

d,s sin a) dr 

(23) ist unsere Bedingung. 

Die Parameterlinien einer Kreisflache bilden dann und nur dann 
ein Kurvennetz ohne Umwege, wenn 

(24) 3/3r = Z/*t V'lO-A) 

geniigen und nicht verschwinden" 5 . Da ist ^ = constant. , wo ^ in 
Nakajimas Arbeit'' 5 steht. 

Aus (2) und (24) kommt 

([/{ 5 (, ( W« dr + m* ( W ~ (W - a (W) dr 

(25) ] 

I = a { S(>(0A),dr +f(t)) : dt, 

daraus folgt 

(26) [/F ( t ) (W - (W - a (0A)] dr = aF(t) dt 

denn 

(27) (W = 1 

gilt, wo / ( t ) und F (0 zwei Funktionen von t bedeuten. 

(27) ist die Gleichung der Loxodromen. 

Ist 

(28) A (t, r)dt* + 2B ( t . r) dt dr + C ( t , r) dr * = 0 

die Gleichung der Minimallinien auf unserer Kreisflache, so folgt 

(29) A:B:C = (W.(0A):(W; 
somit ergibt sich aus (25) und (26) 

(30) [ 1 /AC'^B*-aB]dr = a Adt. 

(30) ist die Gleichung der Loxodrome. 

(1) SCHEFFERS, a. a. O,. S. 52. 

(2) NAKAJIMA, S. :: Kugelgeometrie von MOBIUS, Mem. of fhe Fac. of Sci. and 
Agri.. Taihoku Imp. Univ., Vol. 2. S. 36. 
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Weiter betrachten wir eine Kreisflache, deren Bogenlange ds mit (,) 

( 31 ) <fe* = (0fi t ) df + 2 (0,0,) dt dr + dr* 
gegeben ist, so ist die Gleichung der Loxodrome 

(32) [i/(»A)~(W - a (0,0,)) dr = a(0,0,)dt, 

wie man an (31) und (2) erkennt. 

(D) Betrachten wir eine Kugel als unsere Kreisflache, so nehmen 
unsere FundamentalgrOszen den Wert (2j 

(0,0,) = cos* r , (0,0,) = 0 , (0,0,) = 1 

an, woraus wir die folgenden Satze erhalten : 

(1) Die Gleichung der Minimallinien auj unserer Kugel ist 

cos 2 t df + dr* = 0 . 

(2) Wenn 

Adf + Bdtdr + C dr* = 0 
die Gleichung der Minimallinien ist, so entsteht 
A : B : C = cos* r : 0 : 1 . 

(3) Ein Kurvennetz 

A (t, r) df + 2 B (t, r) dt dr + C ( t , r) dr* = 0 
auf unserer Kugel ist dann und nur dann ein Orthogonalsystem, wenn 
cos* r ■ C + A = 0 

giiltig ist. 

(4) Definirt die Differentialgleichung 

dr/dt = A (t, t) 

auf unserer Kugel keine Schar der Minimalkurven, so lautet die 

(1) NAKAJIMA, S.: Kugelgeo. von MOBIUS, Mera. of the Fac. of Sci. and Agri., 
Taihoku Imp. Univ.; Vol. 2, S. 36. 

(2) Vgl. SALKOWSKI, E. : Affine Differentialgeometrie, 1934, Berlin und Leipzig, S. 
104. 
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Di fferentialgleichung der Kurven, die zu den durch diese Gleichung 
definierten einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind: 


(E) Wir betrachten eine Minimalflache (K). Die Bedingung 
dafur, dasz (K) eine Minimalflache ist, ist die 

D (0,0,) + D" (0,0,) - 2D' (0,0,) = 0 , 

wo D, D', D" die FundamentalgrOszen zweiter Ordnung im Sinne in 
der gewOhnlichen Differentialgeometrie bedeuten 05 . 

Weiter kann man untersuchen wie in der gewOhnlichen Differen- 
tialgeometrie. 

(F) Wir betrachten die Tangentenflache der Raumkurve als 
Kreisflache <J> . Wir haben 

(1) (o,e,) = k'(tf, ( 0 ,e,) = &k'(t), (o,o,) = 1 , 

woraus die folgenden Satze zu erhalten sind: 

(1) Die Gleichung der Minimallinien ist 

(2) k' t (t)df + 2<Zk / (t)dtdr + dT t = 0. 

(2) Wenn 

( 3 ) t = const. 

und 

( 4 ) r = const. 

zueinander senkrecht sind, so folgt daraus 

(5) <&k'(t) = 0, ,u. s. w. . 

(G) Wir betrachten den Zylinder als Kreisflache w . Es gibt 

(1) (0,0.) = 1 + T*kr((f, (0,0,) = 1, (0,0,) = 1, 


(1) KUBOTA, T. : Elementary Differentialgeometry, 1934, IWANAMI, Tokyo, p. 218. 

(2) ROTHB, R.: Differentialgeometrie, I, Sammlung Goschen 1113, S. 130. 

(3) ROTHE, a. a. O., S. 129. 
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woraus die folgenden Satze abzuleiten sind : 

(1) Die Gleichung der Minimallinien ist 

( 2 ) {1 +T*k"(m df + 2dtdr + dr t = 0. 

(2) Die Kurvenscharen 
( 3 ) t = const. 

und 

( 4 ) t = const. 

konnen nicht zueinander senkrecht sein, u. s. w. . 

(H) t sei irgendein Parameter und 

( 1 ) T = \-d?ldT' = lg^x\ 

gesetzt, wo 

(dr - (0ft,) df + 2 (0 A) dt dr + dr* 

(2) ) 

( “£«(«*• x f 


gegeben ist. Da ds das Bogenelement unserer Kreisflache bedeutet. 

Wir betrachten nun die Bewegungsgleichungen eines materiellen 
Systems, die im Variationsprinzip 

(3) <?S2Tdr = 0 

kurz zusammengefaszt sind, wo der Punkt uber dem z* die Ableitung 
nach r anzeigt. 

Aus der Mechanik wissen wir, dasz die in (3) enthaltene Lagran- 
gesche Gleichung 


(4) 


d 3T _:3T _ 0 
dr fa fa ’ 


wenn r die Zeit und T die lebendige Kraft bedeutet, die Bewegung 
des Systems deliniert und das Zwischenintegral 

( 5 ) T = E = konst. 


besitzt 
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Solange der Wert der Konstanten E von Null verschieden ist, 
laszt sich leicht auf Grand der Gleichung T = E der Parameter aus 
(3) eliminieren und eine Variationsgleichung ableiten, die zur Defini- 
tion der Bahnkurve geeignet ist. Wegen 

( 6 ) Vi T dr = ds 

kann man den Ausdruck fur die Wirkung, d. i. das Integral 

( 7 ) \2Tdr 

von (3), auch in der Form 

( 8 ) 5 i ' 2 E Vi T dr = /2 E 5 Vi T dr = Vi E 5 ds 

schreiben. 

( I ) Wenn die Koordinaten einer Kreisflache j (t, r) der Differen- 
tialgleichung 

( 1 ) - V -Af- = 0 (a = const.) 


geniigen, nimmt die Differentialgleichung der Asymptotenlinien die 
Gestalt an fI:> : 


(2) 


m 


2 

( 0 , 0 ,) 


A + a* = o, 

dr 


wenn unser Flachenpunkt ein Nabelpunkt ist, denn in dem Punkt gilt 

( 3 ) (0,0,): (0A) : (MO = D : D' : D", 


.wo D, D', D" die Fundamentalgroszen zweiter Ordnung bedeuten. 

(J) Ist eine Kreisflache (K) konstanter negativer Kriimmung 
auf inre Haupttangenntenkurven bezogen, so ist das Langenelement 
durch den Ausdruck 


( 1 ) ds* — df + 1 cos zdtdr + dr 2 

[V MITRINOVITCH, D. S.: Equation differentielle des asymptotiques et equation des 
cordes vibrants qui s’y r attache, Rev. math. Un. interbalkanique I, S. 135-137. 
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gegeben 05 , wo 

(2) (<W = 1, (W = cos*. (<W = 1 

entstehen, wonach fur die Krummungen der Normalschnitte in einem 
Kreisflachenpunkt die Gleichung 

(3) 1 = L df_+ 2M dtd r ± N d r* 

K ° ' R df + 2 cos zdtd r + dr ' 

gilt, wo L, M und N die FundamentalgrOszen zweiter Ordung des (K) 
bedeuten. 

Die Gleichung der Minimallinien auf (K) ist 
( 4 ) dt + 2 COS z dt dr + dr 1 = 0 . 

Ein Kurvennetz 

( 5 ) A (t, r) dt + 2 B (t, r) dtdr + C (t, r) dr 1 = 0 
auf (K) ist dann und nur dann ein Orthogonalsystem, wenn 
( 6 ) C — 2 cos z • B + A = 0 

gilt. 

Definiert die Differentialgleichung 
( 7 ) dr/dt — X(tr) 

auf (K) keine Schar von Minimalkurven, so lautet die Differential- 
gleichung der Kurven, die zu den durch diese Gleichung definierten 
einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind : 

/ o % dr 1 + cos z • A 
l 8 ) - - ; =■— — ,- * • 

dt cos z + A 

Die Schar der Parameterkurven, welche auf der zweiten Schar 
gleiche Stucke abschneidet, soil kurz als die Schar der „Teilerkurven“ 
oder und diejene, auf der gleiche Stucke abgeschnitten 

werden, als ,£eteilte Kurven “ oder „Geteilte“ beziechnet werden. 

Die Kurven t = C sind die Teiler der Kurven r = C . 

(1) Vgl. VOSS, A.: Znr Theorie der Krummung der Flachen, Math. Ann. XXXIX 
Bd., S. 252. 
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Weiter sind r = C die Teiler von t = C . 

Man fuhrt durch die Substitutionen 

(t = t(t,,T 1 ), t = t (t,, r,) und 

(9) j 

(dt — dt/dti ■ dt l + ot/oT i • d~i , dr = or/of, • dt^ + or,- dr, 

ein neues Koordinatensystem t l , r, ein, und setzt den Koeffizienten des 
dfi dieses Koordinatensystems gleich eins. 

Das Langenelementquadrat im Systeme ist 


( 10 ) 



'?-df,+ 

,0*, 

OT x / 

) + 2 COS 2 1 

' 3t , 

-z—dt l + 


v 


*\ 

~dt t + 

~dr t ) 

+ (-® df, 

, or • 
+ - - dr 

. ot t 

o'r, 7 

\3f, 

or, 





Oder nach df, , dt , dr , , dt\ geordnet : 


(ID 


r- {(£)■+-<• ^(S-)’}* 


und muss nun 


+ 2\°J -°J +CO + ^ .”) 
} dtj or, \ut t or, or, of t / 

+ -^-« fj -‘“' , ir ' + K .>,)’ +2cos2 
+(*)■}* 


5r, <5r, 



2 cos z ~ 

3t t 



sein. 


Sollen die beiden Scharen des Koordinatensystems sich gegen- 
seitig teilen, Oder wie man auch sagt, ein „rhombisches Netz" bilden, 
so folgt 


( 12 ) 



+ 2 cos z — • 
9h 

+ 2 COS 2 4^- • 

d *i 
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Nun setzen wir (1) die Form 

( 13 ) ds* = G ik du f du 1 . 

1st V' ein beliebiger Tensor, so wollen wir sagen, 

(14) Vi = G(* V* 

seien die kovarianten Koordinaten „desselben“ Tensors. Hieraus folgt 

(15) V 1 = G‘* V* , 

wo 

(16) G**=G W , Ga G*' = G: 

gelten. 

Weiter kann man untersuchen wie in Blaschkes Buch 05 . 
Erleidet der Fundamentaltensor eine infinitesimale Transformation: 


(17) — Gxii + hx^dt , 

so ist 

(18) 'G^ = G 

daraus ergibt sich (2) 

! 0 — ~ (J Gap = V|1 Gap A ji a Gvp App Gav , 

dt Vn /tap + Aiia G v p + Aii'pGva , 
vdt(Vv.hy a + X’xhvL - Aia)G* v = A; a. 


( 4 ) 

(A) Im folgenden mdchten wir das Punktepaar im Rjerklaren. 
( 1 ) je* [a = I, II] 

bezeichnet das Punktepaar auf Rj als Schnitt zweier Kreise j* in R, , 
wo j; 1 , je 11 die Kreise in R* bezeichnen. 

(1) BLASCHKE, W.: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, II (1923;, S. 145. 

(2) SCHOOTEN, J. A.: Der Riccikalkul, Berlin, (1924), S. 208. 
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Wir kOnnen zwei neue Punkte 

(2) f = [a — I, II] 

P-I 

als Linearkombinationen der J® einfiihren mit Koeffizienten c * , deren 
Determinante 

(3) |cJ| + 0 

* -k 

sein muss, wenn y/ und y" nicht proportional werden sollen, und konnen 
dann ebensogut durch die y® unser Punktepaar darstellen. 

Soil ein Ausdruck in den Koordinaten der Kreise 

( 4 ) S', t)®, 5®, ... [« = I, II] 

mit deren Hilfe wir eine Anzahl von Punktepaaren festlegen, nur von 
der geometrischen Figur der Punktepaare abhangen, nicht aber von 
den sie festlegenden Kreisen, so muss er unverandert bleiben bei 
Substitution von der Art (2). 

Wir wollen ( 2 ) auch die Biischeltransformationen des Punktepaars 
p nennen. 

Betrachten wir im folgenden ein Punktepaar s® . 

Bilden wir das System der Skalarprodukte 

(5) (SV) = A‘» , 

so haben wir in A® 3 ein Groszensystem, das sich nach (2) in folgender 
Weise substituiert : 

(6) A®'\ = cj c« A TS [A® 1 ' = (s®5 ? )] • 

Hier laufen alle Indizes von I bis II. 

Fur A® 11 gelten 



(7) 

A®" •= A’* , 

A* = | c® | 2 - A 

WO 





(8) 

A = | A®* | 


ist. 





Wollen wir nun ein eigentliches Punktepaar haben, so mussen 
wir die Determinante 
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(9) A - 0 

voraussetzen. 

Fiir 

(10) A 0 

ist es imaginar, fiir 

(11) A = 0 

schrumpft das Punktepaar auf einen Punkt zusammen, da sich dann 
die j* beriihren. 

Ist 

(12) A® 1 * ss 0 , 

so erhalten wir im komplexen Gebiet eine Minimalgerade als Aus- 
artung. 

Setzen wir 

(13) A > 0 

voraus, so gelten in dem Biischel der Kreise s‘ zwei allerdings nicht 
reelle, die in die Punkte ausarten, die sogenannten Scheitel des Punkte- 
paars. 

Kombiniert sich ein Scheitel u aus den y’ mit Koeffizienten />« : 

(14) U^Palf, 
so muss gelten: 

(15) (« u) = pa Pit A* 1 ’ = 0 

und diese quadratische Gleichung in den homogenen GrOszen p, hat 
zwei LOsungen, die wegen 

(16) A > 0 
konjugiert komplex sind. 

Sind u und to die Scheitel, so gilt fiir einen Punkt p des Punkte* 
paares 

(17) (»p) = (tow = 0. 
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Im folgenden werden wir neben dem GrOszensystem A* 11 ein 
anderes, gleichfalls symmetrisches A«, verwenden, das wir mit unteren 
Indizes schreiben und das sich nach 

(18 ) A„ = A : */A , A 12 — A n /A , A* = A"/A 

aus den A*' bestimmt. 

Es gilt dann 

(19) A«A„ = {J “JJ 
und femer 

(20) iA' f A. ? «l. 

Wir betrachten zwei Punktepaare p und p , die durch die beiden 
Kreispaare 

(21) j“ und f [a, -1 = 1, II] 

dargestellt sind. 

Wir definieren analog (5) 

(22) A*" 1 = (??) mit A* v = A"* 

und setzen 

(23) A = | A x,t i > 0 

voraus. 

Dann haben wir fur p die Buscheltransformationen 

Y 

(24) t = cl? 
zu beriicksichtigen. 

Die in (24) sind aber die von den c% in (2) vdllig un- 
abhangigen, neuen Grdszen. 

Daher haben wir zwischen den Vektoren und den Tensoren 
bezuglich der Buscheltransformationen von p einerseits und von p 
andererseits zu unterscheiden. 

In 
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(25) S‘* = ( £ ‘ S *) 

haben wir ein GrGszensystem, bei dem beide Arten von Indizes vor- 
kommen, einen ,gemischten“ Tensor, der sich nach 

( 26 ) S‘ x = c?ciS^ 

transformiert. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix 

(27) |l S ', ?1I«0 

ist, wo eine lineare Beziehung der Form 
( 28 ) a* = a* i x 

gilt. 

Die Bedeutung von (28) ist aber die, dass es einen Kreis 

(29) 5 = t 

gibt, auf dem beide Punktepaare liegen. 

Gilt (27) nicht, so sind die vier Hilfskreise linear unabhangig, 
sodass sich ihre Invarianten gegeniiber MdBiustransformationen alle 
sicher aus den skalaren Produkten bilden lassen. 

Diese werden aber alle durch die drei Tensoren 

(30) A e| \ A Xv , 

gegeben, von denen die ersten beiden wegen der Symmetric ( 7 ) und 
(22) aus je drei, der letztere aus vier Skalarprodukten besteht. 
Weiter kann man untersuchen wie in Nakajimas Arbeit 05 . 

(B) Im folgenden mOchten wir die Kurve K in R, klar legen, 
die mit 2 n Punkten in R s bestimmt wird, wo n eine ganze Zahl 
bedeutet. 

Wir kdnnen daher auch 2 n neue Punkte in 
(1) S‘ = 2c?s' [« = I, H, ra,...,3«] 

(1) NAKAJIMA, S. : Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, Tdhoku Math. 
Journ. 34 (1931), S. 197. 
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als Linearkombinationen der jc* einfuhren mit Koeffizienten c” , deren 
Determinante 

( 2 ) I c J | =t= 0 

sein muss, wenn 

A" 

l\ l", - 

5| 

nicht proportional werden sollen, und dann ebensogut mit der jr* unsere 
Kurve K darstellen, wo 
« = 3 M. 

Soli ein Ausdruck in den Koordinaten der Kugeln 

(3) s', 5% - [« = i,n,...,3«] 

mit deren Hilfe eine Anzahl von K festlegen, nur von der geomet- 
rischen Figur der K abhangen, nicht aber von den sie festlegenden 
Kugeln, so muss er unverandert bleiben bei Substitutionen von der 
Art (1). 

Wir wollen (1) auch die Buscheltransformationen des K nennen 
Wir wollen nun einen K, x“ betrachten. Bilden wir das System der 
Skalarprodukte 

( 4 ) (f f) = A“'’ , 

so haben wir in A” 1 * ein GrQrzensystem, das sich nach (1) in fol- 
gender Weise substituiert : 

( 5 ) A ‘" = c? cl A Ti [A-’ = f )] ■ 

Hier laufen alle Indizes von I bis 3 n . 


Da gelten 


(6) 


und 


(7) 

A = I c? I"’ • A 

wo 


(8) 

«*- 

» 

< 

II 

< 

gultig ist. 
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Wir betrachten zwei Kurven K und K, die durch die beiden 
Kugelpaare 

( 9 ) f und ? [a, X = I, II, 3 n] 

dargestellt sind. 

Wir definieren analog (4) 

(10) A 1 " 1 = fr?) mit Hilfe von = A** 
und setzen 

(11) A = | A* 11 1 > 0 

voraus, 

Dann haben wir fur K die Buscheltransformationen 

(12) = 

zu beriicksichtigen. 

Die cl in (12) sind aber die von den c% in (1) vOllig unabhangigen 
neuen Grdszen. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix 

(13) US', f, S 1 ",?, fN0 

ist, wo eine lineare Beziehung der.Form 

(14) = 

gilt. 

Die Bedeutung von (14) ist aber die, dass es eine Kugel 

(15) 8 = <T «S‘ = ^J X 

gibt, von der die beiden Kurven K bestimmt werden. 

Weiter kann man untersuchen wie in des Verfassers Arbeit 05 . 

( 5 ) 

Ist c ein Kreis und j ein nicht auf ihm gelegener Punkt, 
so ist 

(1) NAKAJIMA, S.: Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, Tfihoku Math. 
Journ., 34 <1931), S. 187. 
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(a) ' i = 2 (e f) f - s 

der zu j in bezug auf den Kreis ,£ inverse Punkt. 

(A) Aus (a) folgt 

(1) (s + E> : 2 = (j c) f 

Oder 

(2) i + (as) = 2feejp, 

wenn 5 und j die Kreise in Rj sind. 

Wenn 

( 3 ) (i s) = const. , 
so 

( 4 ) (s c) = const. . 

Wenn 

( 5 ) (e c) = const. , 
so 

( 6 ) (e f) = const. . 

Wenn j und jc die Punkte in R„ sind, so folgt aus (1) 

(7) (se) = 2(ec)‘; 
daraus ersieht man, dasz 

(8) (e?) = const. 

gilt, wenn die Lange zwischen zwei Punkten 5 und 5 konstant ist. 
Weiter gilt 

• ( 9 ) l = const. , 

wenn 

(10) (e £) = const. 

ist, wo l die Lange zwischen zwei Punkten 5 und t darstellt. 

(B) Aus (a) folgt 
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(1) co5 = 2(f, <ri~2(6.e)e-5. 

oder 

( 2 ) (i)5 ~ £« » (2)5 = fp > 

wenn m und v die Parameter bedeuten. 

( 6 ) 

1st 

( 1 ) t) = p. f 

eine normierte Kugel in R 3 durch ft mit 

(2) w = p,k A« = l, 
so muss 

C 3 ) cos' <p =■ T* f p a 

gelten 05 , wo <f den Winkel zwischen ft und ft bedeutet. 

Da ft und ft zwei Kreise in R 3 sind. 

Wenn 

( 4 ) cos 2 <p = 1 
immer gilt, so entsteht 

( 5 ) A*’ = T‘ p . 

Umgekehrt gilt (5), so bekommen wir 
cos* <p = 1 ; 
daraus folgt der 
Satz : Wenn 

cos* <p — l 

in (3) immer gilt, so erha.lt man (5). Wenn (5) umgekehrt giiltig ist, 

:'l) Vgl. NAKAIJMA, S.: Differentialgeometrie der Kreisscha ren, X, XI, XII, Tohoku 
Math. Journ., Vol. 34 (1931), S. 196. 
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so erhalt man (5), so folgt 
cos* <p = 1 . 

Weiter ergibt sich der 

Satz : Wenn T“ 1 ' = 0 , so folgt cos 2 $0=0 daraus. Umgekehrtgf.lt 



cos 2 $0 = 0, 

wenn 

T®* ss 0 . 

Ist 


(6) 

COS' $0 = , 

so folgt daraus 


** = T® 11 /». p , 

Oder 


( 7 ) 

A 2 A 0 "' = T®‘‘ . 


Umgekehrt gilt (7), so folgt (6) daraus und ist somit zu erhalten 
der 

Satz: Wenn (6) gilt, so entsteht (7). Umgekehrt gilt (6), wenn 
( 7 ) giiltig ist. 

Betrachten wir 

(8) cos 2 ? = T®’ p„ pii , 

wo ? den Winkel zwischen i) und ® , $ die Kreise in R s bedeutet, so 
folgt daraus 

^cos (<p — <p) = cos <p cos <f — sin $0 sin f = V T®V«j°? 

^ ^T tf p.p t - i / (A“'— T^) p.p. i / (A“ ( '-T® ? ) Pa p, . 

Wenn 

ft ^ T ®’ p. p> - 
\ - T* 1 ') p a p» = 0 , 


(9) 
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so kommt daraus 


(10) cos(p — f) = 0. 

Umgekehrt gilt (9), wenn (10) besteht. 
Wir betrachten zwei Winkel <f und <p , wo 


ai) cos ' <p = T“ , ‘ Pi p r , 

(12) cos' <p = T*" p. p, 
giiltig sind, so folgt aus (11) und (12) 

(13) T‘V./V = T 

o 

wenn <p = f gilt, so ergibt sich daraus 

= T«^ = T »p\, 

(14) , . 

(Ta T„ — Tcpa , Tap T afptp p . 


( 7 ) 

Sind zwei Kreisscharen im konformen Raum vorgelegt, so gibt 
zwei Paare Orter der Brennpunkte der Kreise. 

Diese C)rter sind jeder zwei Flachen der zweiparametrigen. 
Wenn die Gleichungen zweier Paare von den Ortem 

( 1 ) (s s) >= x> («, v) + a? (w, v) + £ (w, v) + xi («, v) = 0 , 

( 2 ) 0) 9) =.yo («,*>) + yiiu, v) + yl(u,v) + y 3 (u,v) = 0, 

( 3 ) (s g) == x, (#, v) + a? («, r) + *5 («, ») + &(u, v) — 0 , 

( 4 ) (8 a) “ 25 («. ») + £ («, V) + d (u, v) + 2$ (u, v) = 0 

sind, so kann man die Gleichung der Kreisscharen als 

( 5 ) (s^)=*o^o + *!>! + XCft + Wi = 1 . 

(6) (Sj)*3*»-2. + *,z, + *, 2 , + *,z, = 1 

setzen, wobei n, v die Parameteter bedeuten. 
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Nun kann man 0 ’ 


(7) 


S dx , • dy , = G n du * du 1 , 
■ S (dx,) 1 — g tj du 1 dw # , 

S (dy.)* = du 1 du 1 , 


! X! dx dj, = H,j du' du 1 , 

^(dx ,) 1 = g' J du‘ du 1 , 

S (d j,)* = h„ du' du 1 

betrachten. 

Da dx, , dy » , dz, gegebene Fortschreitungen sind. 
Wenn 


(9) 

COS-fl ■ 


(G,j du' du j f 


(H„du' du') 1 


( g,,du l du 1 ) ( g,jdu ’ dtt’) (g,jdu‘ du ’) (h,,du‘ du’) 

gilt, so folgt daraus 

(G„dw*d«0* (Hi,d«* du 


Oder 


( 10 ) 


(ID 


(g,j du' du 1 ) (g,j du' du 1 ) (G ti du‘ du’) (h„du‘ du 1 ) 


G, i du 1 du ’ 


= ± 


H,,dtt'dw ; 


1 g tJ dw’ dw ’ » g, j du' du ’ ' ^ud«‘ du’ ' h,, du' du ' 


wo ^ der Winkel zwischen dx, und dy, oder zwischen dx, und dz, ist. 
Man kann (11) in 


(12) 


fos) ± (8S) =0 

/$b /as 


setzen, wo (11) die lineare Gleichung von i ist. 


1) NAKAJIMA, S. * Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, Tohoku Math. 
Joum., Vol. 34 U931), S. 191. 
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UND KUGELN (XXXV) 
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Im folgenden mdchten wir einige Bemerkungen iiber die Theorie 
der Kreise und Kugeln machen. 

( 1 ) 

1st X. der Beruhrungspunkt zweier Kreise (Kugeln) c und so 
gibt es (0 



s — 

c 



= 1 

( A) Gelten 





( 1 ) 

l = 

i — 

(*$)?. 

(f 71? 

= 1 

und 






( 2 ) 


r t - 

('/ » i 

(7/ f f 

= 1 

zugleich, so bekommen 

wir 



(3) 

0 = 


- 1) + (5 

{f - 

r i) , 


wo f und 7) zwei Kreise in R, und x. der Beruhrungspunkt von ? und 
r, ist ; daraus ergibt sich 

( 4 ) {c - rj} = o 

Oder 

(5) 0 = 1 + (£?), 

so kann man wissen, dasz 


[Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Uni v. Formosa, Japan, Vol. XXVI, 
No. 6, Nobember, 1939.] 

1) THOMSEN, G. : l)ber konforme Geo. II, Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ., IV Bd. U925), S. 122. 
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(6) e = ? 

gilt, wenn 

(7) (f 7 ) = l 
ist; daraus folgt der 

Satz : Beruhren sich zwei Kreise £ und )? in R 2 innen und gelten 
(1) und (2), so muss 

sein. 

(B) Beruhren sich zwei Kreise C o 7 und Cs) if in R 2 im Punkt s, 
so erhalten wir 

( 1 ) s = („)£ - (c«£ CD 1 * ?) CO 5 ? 

und 

( 2 ) y = w c - .(of f! >7 ; 
daraus ergibt sich 

( 3 ) (c<o£ <2)7) (2)7 — (fo>^ co 1 ?) co 1 ? , 

so folgt 

( 4 ) («,>£ CO 1 ?) ((2) 1 ? f) = (c«f CO 1 ?) (CO 1 ? f) , 

wo £ ein Kreis in R. und (0 )C ein fester Kreis in R 2 ist. 

Aus (4) kommt 

( 5 ) (co)£ mV) COS 0 = (c„)f co 1 ?) cos f 

wo 0 der Winkel zwischen csj 1 ? und £ und f der zwischen co 1 ? und £ ist. 

(C) Es sei ein fester Kreis ( «£ auf R 2 vorgegeben. 

Nehmen wir n Punkte C oS. C 2 >S> •••> ooS auf so wie 

coS — c»£ — (c«£ co 1 ?)co 1 ? » 

Cj)S = Co>£ — (co)£ Cl) 1 ?) (S) 1 ? , 

( 1 ) ' 

I CioS = d)£ — (d)C C-O 1 ?) C") 1 ? t 

wo co 1 ? die Kreise in Rj , die < 0) £ in dem Punkte coS beruhren. 
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Dann gilt nach Kubota 05 

( 2 ) 2 ! /~n r tan rc/n <1 {<& + al + ... + A ) l 2 , 

wo man den Radius des grdssten Kreises, welcher im konvexen Poly- 
gon enthalten ist, mit r bezeichnet und die Seiten des Polygons mit 

d\ t do y ••• > d n • 

Nach (1) kann man (2) mit < w c, to’? c»>7 bezeichnen. 

Weiter kann man die ahnlichen Beziehungen wie oben erhalten. 

(D) Es sei ein fester Kreis in R« gegeben. 

Nehmen wir 3 Punkte 

( 1 ) Ct>K , ml , — , Ml 

auf «,;? , wo 

! coS = — (coi* cd 5 ?) cd 5 ? > 

c»5 — c«)f — (c«£ cjtf) CS) 3 ? . 

<3)E = ~ (CO)^ (3) 1 }) csrt) 

gelten. Da die Kreise in R. sind. 

Wenn 

(3) Ml Ml + Ml Ml + Ml Ml 

gegeben ist, so haben wir 

< 4 ) (,;£cj)5 = Ml Ml Oder Cs) j C8) ; = cTtfioS Oder c3)ScoS = t 1 )S<.K, 

wenn der Inhalt von A c«S mI mI den Maximum-oder Minimumwert 
annehmen ft> . 

Nach (2) kann man (3), (4) und den Inhalt von A <oS ca>£ mit 
(o>? , CO 3 ? , Ml und taj 3 ? bezeichnen. 

Weiter kann man 

(5) 4<f 

O y o 

(1) KUBOTA, T.: Einige Ungeleichheiten fur das Dreieck und das konvexe Polygon, 
Tohoku Math. Journ., Vol. 25 (1925\ S. 126. 

(2) NAKAJIMA iMATUMURA, eingeborener NAKAJIMA), S. : Some Inequalities 
between the Fundamental Quantities of the Triangle, Tohoku Math. Journ., Vol. 

25, S. 116. 
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(6, 4R(R-ify a (^ + i|l- 2 R--lM)' 

und 

( 7 ) 2d J 2><r* - - - 4 --F, u. s. w. 

3 y 3 

in des Verfassers Arbeit c0 mit , <,# , und caV bezeichnen. 

(E) Es sei eine feste Kugel o? in R a vorgegeben. 

Nehmen wir 2 n Punkte 


( 1 ) coE . c«E . ••• . c*oS 


auf (( )f, wo 


( 2 ) 


CoS — Co)f — (co)£ CO 3 ?) CO 3 ? I 
CS)K = Co)^ — (co)f CO 3 ?) cw 3 ? » 


\ C2'0E — C«£ — (co)f CS'O 3 ?) C 2 -O 3 ? 


gelten. Da co 3 ? die Kugeln in R 8 bedeuten. 

So kann man untersuchen Morleys c,) und Musselmans Arbeit im 
Kugelraum. 


(F) Sind 

( 1 ) coE [ i = 1, 2, 3] 

drei Punkte auf einem festen Kreise £ , so gibt es 

(2) coS = ~ co 3 ?) • (1 + (£«>)), u. s. w. , 

wo c , ( ,)i? , co 3 ? und co 3 ? die Kreise in Rj bedeuten ; daraus ergibt sich 
( 3 ) coE coE = c«E c«>S 


oder 


,1) Nakajima, a. a. O., S. 117. 

(2) MORLKY, F. und MUSSELMAN, J. R. : On 2« Points with a real Cross-Ratio, 
American Journal of Mathematics, Vol. LIX (1937), S. 787. 
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(4) oAcsA = oAc.A 

Oder 

(5) oAoA = oAcsA. 

falls der Inhalt von A oA «A c»A maximal oder minimal ist, da 

( 6 ) cwS c*A + c«S («; + c.AciA = const. 

gilt (lj . 

Nach (2) kann man (3), (4), (5) und (6) mit £ und oA be- 
zeichnen <2) . 

(G) Wir nehmen vier Punkte 
( 1 ) coK [i = 1. 2, 3, 4] 
auf einer festen Kugel c in R s , wo 

( 2 ) c . A = f - (c co7) 0)7 [*■ = 1. 2, 3, 4] 

gelten, so muss 

( 3 ) A o A. cs)£ csA = A oA caA oA = A oA tiA oA 

sein, wenn der Rauminhalt V von oA C 2 >E caA oA die Maximum-oder 
Minimumwert annimmt, wo 

(A coE oA c,A + A c,)S caA oA + A C «A caA c.A 

(4) 

( + A oA caA c<A = const. 

giiltig ist, wo c,A die Kugeln in R 3 bedeuten. 

Nach (2) kann man (3) und (4) mit £ und C o7 bezeichen. 


( 2 ) 

Im folgenden mdchten wir einige Bemerkungen uber die Theorie 
der Kreise und Kugeln machen. 


(1 Nakajima, S. : Some Inequalties between the Fundamental Quantities of the 
Triangles, Tohoku Math. Journ., 25 (1925' , S. 115. 
f2) MATUMURA, S.: Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln (XXXII), Mem. of 
the Fac. of Sci. and AgrL, Taihoku Imp. Univ., Vol. XXVI (1939), S. 89. 
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(A) 1 st £ ein Kreis in R, und $ ein nicht auf ihm gelegener 
Kreis in R,, so ist 05 

: = 2( 5 f)f-8 

der zu j in bezug auf den Kreis £ inverse Kreis. 

Gelten 

(1) C“2(jf)e-s 

und 

(2) c = 2 ce 5 ) 5 - 

zugleich, so haben wir 

( 3 ) 0 = 2 {(5 £ ) $ - (£ 5) 5} + {£ - j} 

Oder 

(4) 0-2(*8)<*-jM 
daraus ergibt sich 

(5) £-8 = 0 

Oder 

(6) 2 (£ 8) + 1 = 0 , 
so folgt der 

Satz : Wenn 

2 (£ 8 )+ 1 = 4=0 

oder 

2 cos 0 + 1 4= 0 , 

wo <f> der Winkel zwischen £ und 8 ist, so haben wir 

f = 8- 

f,B) Es seien vier Kreise j , Q , u und to in R, gegeben, wo 
(S u) + (9 to) - (s + 9 . « + b) 

(1) THOMSEN, G.: Ober konforme Geometric II, Abh. aus dem Math. Seminar der 
Hambuxgischen UniversitSt, IV Bd. (1925), S. 122. 
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Oder 


cos a + cos + p = cos r 
giiltig ist, so folgt daraus 

(«») + (£ ») = 0 

Oder 


cos <p + cos 0 = 0 , 

wo <p der Winkel zwischen u und tj , <f> der zwischen jc und b , « der 
zwischen j und it , femer fi der zwischen i) und b und endlich j- der 
zwischen s+ij und u+b ist. 

(C) Zwei Kugeln j (u, v) und j (k, v) seien durch gleiche Para- 
meterwerte so aufeinander abgebildet, dasz entsprechende Fortschrei- 
tungsrichtungen aufeinander senkrecht stehen : 

( 1 ) s’ = ? = 1 , s'? = 0 , s« = £.? = S«Jr + S ,? = o . 

Betrachten wir nun drei quadratische Differential koefizienten 

( 2 ) s« l- = G,j , s» S« = , S.« S- = , 

so gibt es 

( 3 ) s, ? = - G„ . 

Wir betrachten 

cos^ = . - (^ du' dtSl 

(g,j du* du 1 2 ) ( gdu' du j ) 

(4) sind bei Transformation des Parameters invariant. Weiter 
kann man untersuehen wie in des Verfassers Arbeit 05 . 

(D) Die Entfemung AB zweier Punkte A (A, : A, : A s : A 0 ) und 
B (B„ : B, : Bj : B 0 ) ist durch den Ausdruck 03 

(1) NAKAJIMA S. : Differentialgeometrie der Kreisscharen, X, XI, XII, Tohoku Math. 
Journ., Vol. 34 (1931), S. 192. 

( 2 ) KLEIN, F.: tiber die sogenannte nichteuklidische Geometrie, Gesammelte 

Mathem. Abhandlungen, Bd. I. S. 268. 
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(1) AB= 1 i n (AB) + V (AB) 1 - <AA} {BB} 
2« {AB} - i/{AB}* - {AA) {BB} 

definiert, wo 


( 2 ) 


/{AA} = e* A; - s‘ A J - e* Ai + Al , 

• {AB} = s’ A c B„ — e* A, B, — s* A, B. + A, B s , 
{BB} = s ! K - «* Bf - e‘ B: + Bi; 


bedeuten. 

1st A ein fester Punkt und 


( 3 ) AB = const. , 


so kann man mit (1) einen Kreis bezeichnen. 

Fallen A und B zusammen, so bezeichnet A Oder B einen Punkt 
auf unserer Ebene. 


(E) Wir betrachten 

( 1 ) c»K . ca)S > cs>E i t«E > 

wo (0 t die Kugeln in R 3 bedeuten, so gibt es CI> 

1 2 ) A coK = 0 , A (s)E = 0 , A CS >K = 0 


Oder 


( 2 ') 


wo 


(3) 


! coS«» "P coEw 4" coS ««■ 0 , 

c»S un + c»E cv “ 1 * c 0 , 
cj>S«i/ ■+■ c3)E'f 4" C 35 E" "' ” 0 , 

(coE« 4" cs)S» ■f" ~ 0 , 

C,)I, “ ( 2 >E u 9 Ci)E«’ “ Ca)Ew » C 2 >E"' = (3)Ej 


gelten. Da u, v und w Parameter und 


( 4 ) A V- 


S V + V<P j. *¥> 




3 if 


3nf 


ist. 


(1) MlRENDORPF, H. : Halborthogonale und halbkonforme Abb ild ungen im Raume, 
Deutsche Mathematik, Vierter Jahrgang, Juni 1939, S. 294. 
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Indem wir (4) in 


(5) 


div grad <f = A ^ • 


d’<p 


du* 


Vf J>V 


setzen, kdnnen wir erhalten 


(6) div grd coK=0 , div grad C2 )S=0 , div grad t3 )S=0 . 
Wir setzen (2) in die Form 


( 7 ) 


A F == Ttt 


31 F 

du' du k 


3F 

d u 


rj-O, 


WO 


(8) 


_ 3 coS . 3 coS . 
du' du 1 


F = coS , [«' = w, v, w] 


ist und r\ k die CHRiSTOFFEL-Symbole bedeutet, so folgt (1) aus 

(9) g»F„ = 0, 

(10) f=a(’- LA + b, 

J gigi s"- 1 

WO 

^ 11 ) * == (coSt* * co&) 

gesetzt ist. 

(F) Sind 

( 1 ) Cl)K > (2)1; » *'• J (n)K 

die Kreise in R s , so bezeichnet einen Kreis in R 3 , und wir 

n 

bekommen so 


( 2 ) ~ S) + (cs)S ~ ?.} + — + <c>S - S) = 0 , 

wo 

( 3 ) « s = X (oK 

gesetzt ist. 


1) Vergl. RUSE, H. S. : On the eiementary solution of LAPLACES Equation, Pro* 
ceeding of the Edinburgh Math. Society, Vol. II ( 1930-1931', S. 137. 
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C 4 ) coS-5 

bezeichnet den Tangentenabstand (0 a zwischen zwei Kreisen (0 t und 
E , so folgt aus (2) 

( 5 ) £ c r/t — 0 . 

Wenn die Quadrate von Tangentenabstanden 

(6) £c«a ! 

ein Minimum-oder Maximum wert annehmen, so folgt aus (6) 

(7) 3 S co j ? , = o 

3 E 

oder 

( 8 ) (oS - E> + (t »S - l) i ... + (coE - S) = 0 , 
die nicht anders als (2) ist, wo C oE die festen Kreise und ein ver- 
anderlicher Kreis ist. 

Weiter ist gultig 


(9) 


__ Pi CoE 4" .^SCioE + ••• + C»)E 
Pi + + ••• + 


wo pi konstant sind, so folgt aus (.9) 

(10) Pi (c„t - e) + />, (c»E - 5> + •• + (coE - S) = 0 • 
Wenn 


( 11 ) 


(£/> (coE - E)‘ = Pi (coE ~ E)‘ + (cs>E - S/ 

( + ••• +PAwi - s) ! 


einen Maximum-oder Minimumwert annehmen, so folgt daraus 


( 12 ) 


_ £ Pt coE . 

S* ’ 


daraus ergibt sich (9). 

(G) Wir betrachten eine Figur F, die aus ( mtt+kp ) Kugeln 
( 1 ) S‘ [« = I, II mn + kp] 
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in R„ besteht, wo m, n, k und p ganze Zahlen sind, so besteht (1) 
aus 2 m Punkten und k Kreisen in R„ . 

In unserem Falle kann man untersuchen wie in des Verfassers 
Arbeit 05 , da 

( 2 ) 2 <p < n 

ist. 


(H) Wir betrachten eine Transformation 
( 1 ) ? = f (S , P) , Pt = <f>i (S , P) 


wo 

( 2 ) pi d j* = p a d f 

giiltig ist. Da £ , , £ und p' die Kugeln in R„ bedeuten. 

Aus (1), (2) folgt 


ft (-£-«*■ 


(3) 


[dt 

daraus ergibt si h 




f 4) 


h' 


r 

Aus (4) folgen 


Pa , P l 




= 0 . 


(5) 


- _ 9 il - -h. d ?‘ = o 

d£* * 

_ 9 A _?£ _ 3 ' 

ipt 3 S* 

J5L = o. 


Aus (3) und (5) erhalten wir 


\l) MATUMURA, s.: BeitrSge zur Geo. der Kreise und Kugeln (XXXII', Mem. of 
the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XXVI (1939', S. 117. 
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WJ*L-dp‘4t=df, 


(6) 


*P. 


0 q. 




Sind dj' und dp 4 voneinander unabhangig, so folgt 
a p« a E‘ 3 pt ^S* ’ 


(7) 


wenn 


(8) 


i£ + -S.-o, J£ + i_o, 

a & a P» a S« 3 s* 

fds* = -?£. ds‘ + -^1 dp, , 

a E‘ a p, 


a S* 


9 t>. 


gilt, daraus ergeben sich 




= 9 1>. 

_ 

. 9 W 

9 P« 

= 0, 



3 pi 

9 S‘ 

9 1>< 

9 i‘ 


(9 ) « 

(fc.s') 

= 9 1>« 

dtf 



«=«, 



9 P< 


ap. 

9 s‘ 



(s“, s' 1 ) 

= 9 S“ 

Ztf 


9 E‘ 

= 0, 


9 t>. 


®P. 

9 s‘ 


so haben wir 







o 

St) 

(HI 

fl 

= o, Op. 

, S J ) = 


(fc, 

;?» 

'w' 

II 

o 


wo 


(11) (B.rJ.-iS-JiL- * J!L. 

9 1>. 0 E 3p. 3y* 

Weiter kann man untersuchen wie in Eisenharts und Knebel- 
mans Arbeit 03 . 


1) ElSEHAKT, L. P. und KMEBELMAN, M. S.: Invariant theory of homogeneous 
contact transformations, Annals of Mathematics, Vol 37, 1936, S. 747. 



BeitrAge zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXXV) 245 


( I ) Wir betrachten die Kugeln 

(1) «*(<) [t = 1, 2, •••] 

in R n , die mit 

( 2 ) (« + 2)c,+2)J<o — (2ft+3) t + (ft + 1) („)£,) = 0 

verbunden sind 0) , so folgt daraus 

(3) «=- 3, 

wenn 

( 4 ) (coS c +;J 5) = 1 , (coS o+oS) = 0 , [* = 1, 2, ...] 

giiltig sind, wo t ein Parameter ist, so folgt der 

Satz: Wenn unsere Kugeln (1', <2) und (4) erjullen, so sind 
keine Kugeln da. 

Nehmen wir 

(5) (coKc.n) = 0, (coSc..»E) = 1, [* = 1,2,...] 

anstatt (4), so folgt derselbe Satz. 

Aus (2) und (4) erhalten wir 



(6) 

f(w + 2) c„ — (2 n + 3) ( „ to 5«) 


( — (2w + 3) t c m +i>E \t) + (w + 1) 0, 


(7 ) 

(coSV^#) + (coSo^SO = 0 

und 

(8) 

(*m)S) + (coScmoEO = 0, 

so folgt daraus 


(9) 

f(M+2)(c„ + 2)S'c« + j)E) - (2 m + 3) - (2 w+3)( c „,.i)X'c.«nE)f 


( +(« + 1) ((«)£' Ca + l)S) = 0 

oder 

(10) 

(w+2)(cnn)J / ( H +2)5) + (2 w+3)+(w+1)(oo£c*iu>k' = 0, 


1) Sin Pa LEGENDRES Polynome, so gibt es 

*1+2) Pa+*-(2n+3)*P„ + i+(*i+l) Pn = 9. ** = 0, 1, 2, ... . 
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denn 

(11) (o>+i>S c»+oS) = 1 

ist giiltig. Man ersieht so aus (10), dasz (10) fur jedes £ gilt, wenn 

(12) (c.+dS’c.+wS) = — 1 » (c<oS ci+dEO = — 1 

sind. 

Von 

(13) (l-OooS'W + = 0, u. s. w. 

giit das Gleiche. 

( J) Wir betrachten p Punktepaare 

t [« = I, n 2/>], 

wo die Kreise in R, bedeuten, so kann man untersuchen wie in 
des Verfassers fruherer Arbeit 05 . 

(K) Wir betrachten 05 

(1) a(r) = q,cos r + q s sin r , 

wo a , q, und q 2 die Kreise in R, und 

( 2 ) q, _L q. 

ist. Da q, und q, die konstanten Vektoren bedeuten. 

Die Ableitung von a (r) ist 

( 3 ) = — q, sin r + q, cos r = a (V + 

Weiter kOnnen wir wissen, dasz 

( 4 ) = 2 a -4^- = 2q,-q,cos2 r + (q? — q?)sin r 

dr d r 

gilt, wo t Parameter ist. 

Wir kOnnen 

1) MATUMURA, S.: Beitrajge zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXX), Mem. 

of the Fac. of Sci. and Agri, Taihoku Imp. Univ., Vol. XXI (1939). S. 367. 

(2) THOMSEN, G. : tiber konforme Geometrie II, Abh. aus dem Math. Seminar der 
Hamb., Univ.. IV Bd., 1926, S. 132. 
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! a(r) = qicos r, + q s sin r 0 )cos T ' + (— qisin r 0 

+ q, cos r„) sin ~ , 

93 = q, cos r 0 + q, sin r, , (£ = — q, sin r + q, cos 

setzen, wo © und £ die Kreise in R s sind, 

(L) Im folgenden mOchten wir A-Flache in Eisenharts Arbeit cl) 
erklaren. 

Sind 

( 1 ) ct)S [* = 1,2 ; n] 

A-Flache, so muss 
( 2 ) K = S co l/n 

auch A-Flache sein. 

Wenn umgekehrt e und C0 E . < 2) e , • •• , o+nS . •••. c»A A- 

Flache sind, so muss auch U >E A-Flache sein. 

Weiter kann man wissen, dasz, wenn alle 

( 3 ) coS — 1» 2, •••,#] 

Kugeln sind, so e auch Kugel sein musz. 

Wenn umgekehrt alle 

( 4 ) E und > c»E » ••• , u-»E > o*i>E » ••• » c>oE 

Kugeln sind, so muss c.»e auch Kugel sein. 

(Mj 

1 1 ) Ov E v 0 = 1,2 

bezeichnet einen Kreis in R 2 , wo r v die Kreise in R» sind, so be- 
zeichnet 

( 2 ) h* = at e* 

die Kreise in R, , a. , wo a, und at die skalaren Grdszen bedeuten. 

,1) ElSENHART, L. P.: Surface with the same spherical Representation of their 
Lines of Curvature as Preudospherical Surfaces, American Journ. of Math., Vol. 
XXVn (1905), S. 113. 
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Da sind gultig 

( 3 ) ij* = ai l) v , Ev = PI Ex , ch ai = . 

Nun setzen wir 
( 4 ) S dE eh) = g i3 du 1 du' , 
so folgt daraus 

(5) gudu'du^O, 


wenn 


( 6 ) Zdtdt) = 0 . 

Aus (5) ergibt sich 

! g r , du r dn' — A‘ J A r ,, Zj,, du r du ’ 

= A tJ (Krdu')(h'du') 

= 0 . 


Wir setzen 
( 8 ) cos* 9 


wo 


(Gq du' d u 1 )* 

(g tj du 1 du j ) (gij du‘ du 3 ) ’ 


(S dl dX) = Gy du 1 du 1 , S = g.j du 1 du' , 

(9) ] . 

(S = gi, dw‘ , 

so musz der extreme Wert cos 9 bei Anderung des Wertes du ' : du* 
genugen den Beziehungen 

(10) (cos 9 • g r , — Gr>) du r du* — 0 , 
daraus folgt fur cos 9 die Gleichung 

(11) | cos 0 • g„ - G„ | = 0 , 


wo 

( 12) (gij du f du 1 ? = (gij du * du 1 ) {g i} du ■ du 1 ) . 

Weiter kOnnen wir untersuchen wie Gblich, 
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( 3 ) 

(A) Es seien die Kreise Si und Si(t) in R s vorgegeben, wo t 
Parameter ist. 

1st 

( 1 ) 9 = p, t [« = I, II] 

eine normierte Kugel durch Si , da 
( 2 ) t) tj = p. p. A* 1 ’ = 1 
gilt, so gibt es fI) 

(3) COS' <P (t) = P„ Pf T af (t) , 

wo <f(t) der Winkel zwischen i) und Si (t) ist. 

Aus (3) kOnnen wir 

(4) sin 2<p(t) = — p, p t T'^it) 
erhalten, da 

( 5 ) T' = d/dt • T , 
so folgt aus (4) 

(6) Pt T\ty* = 0 , 

wenn 

( 7 ) sin 2 <f (t) = 0 
gilltig ist. 

Aus (6) kOnnen wir zwei Werte von p t : f>, Oder zwei Kugeln von 
y erhalten. 

St(t) bedeutet die Kreisflache (K) in R, , da ist Si(t) die Erzeugen- 
den von (K), so bezeichnet <p in (3) den Winkel zwischen ty und der 
Erzeugenden von (K). 

Sind Si und Si zwei fest Kreise in R,, so haben wir 

(1) NAKAJIMA S. : Differentialgeometrie der Kreisscharen, X, XI, XII, Tohoku Math. 
Joum., Vol. 34 11931), S. 196. 
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( 8 ) COS* <p (r) = T‘ f /J.(r) pjj) 

wo ^ veranderlich ist. Da bedeutet t den Parameter. 

Sind t; und St beide veranderlich, so kOnnen wir setzen 

( 9 ) COS* <f ( t , r) = pjr) p „(t). 


WO 

(10) t> = h(r). « = «(/). 

Da sind t und * Parameter. 

Wir kOnnen (9) in die Form 


(ID 


COS* <p (t, t) = 


A al '(T)p a (T) />„(r) 


setzen, so erhalten wir 

(12) -sin2p(t,r).J^^ll 

daraus folgt 

(13) T'>(t)p.(r)p f (T) = 0, 


A“*(r) jo„(r) p f (r) 


wenn <p t, r) von t unabhangig ist. 
Aus (11) kommt 


(14) 


A°*(t) p t (r) P> (r) 

*" r( , > TIMM') 


u. s. w. . 


Ist i= const. , so folgt aus (14) 
(15) sin 2 9 (t, t) • 


<A^rj ■ z _T«(t)} pJt) p> (t) 
A ‘"(r) ^(r) ft (r) 


daraus kommt 

(16) . {A* |l (r) ~ ft»( r ) M r ) . = Funktion von < allein, 

A* f (r) />.(r) M r ) 

wenn f> = die Funktion von f allein ist. 
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Sind r und t gegeben, so sind h und St fest ; der Winkel f zwischen 
» und St witd so durch (3) und (14) bestimmt. 

Gilt 

(17) cos 5 vitifTj) = cos 2 <p (fj , r s ) , 
so folgt aus (11) 

no\ _ T ‘ ? ( t ,) ,°o( *0) pfa ) 

A‘ |, (r,)/>«(r 1 )/>,( r i) A. af ( T t) Pa( T t) Pt( T t) ’ 

wobei sich f, =4= U , r, 4= r s befinden. 

1st \) fest und gilt 

(19) con 2 <p = const. , 
so kommt aus (11) 


(20) 


T «*(/)p.(r.) ft (r.) 

A* |, (r 0 V»( r (iVi>( r «) 


const. , 


da ist * 0 ein konstanter Wert von r, und < veranderlich. 
Weiter gilt 


( 21 ) 


T«U)MO/’ i .(j) 

A “>(r) j0a (r) / ,,(r) 


= const. , 


wenn es 

( 22 ) cos' ¥"(<«, r ) = const, 
in (11) gibt, wo t „ konstant und ~ veranderlich ist. 

Es seien drei Kreise $ , St (/) und St ( t ) in $ s vorgegeben, wo t 
ein Parameter ist. 

Ist 


(231 l) = p. £* 
eine normierte Kugel $ , wo 

(24) \)\} = p.p f A- 1 = 1 
gilt, so folgt daraus 

(25) cos* f ( t ) = p , />„ T '^ t ) 
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wo 9 ( t ) der Winkel zwischen und Si (t) ist. 
Es folgt so daraus 


(26) T M = T” , T' 2 = T** , T** = T a , 


wenn 

(27) T a|, ffl/>.(r)/>,(r) _ f‘>ft) pjjr) />,(r) 

^ ; A«(r)^r) ft (r) A«’(r) p a {r) ft (r ) 

fur alle Werte von 


(28) : pa 

gultig ist, wo 

(29) cos*?(£, r ) 

ist, so folgt der 
Satz : Gift 


t 'A(t±pA T lPl T ± 

A 0|, (r) jo.(r) ft,(r) 


(30) COS* <p (t, r) = COS* tp (t, r) 


fiir alle Werte von (28), so ergibt sich (26). 
Es gibt 


(31) 


T^(f) Pai T )_Pi>( r )_ _ const • T!WM_r)fr(r) 
A“ l ’(r) jo.(r) p f (r) ' A a|, (r) |0,(r) M~) 


wenn 

(32) cos 2 9 (t, r) = const. • cos* 9 (t, r) 
gultig ist. 

Die gemeinsame Surome J von cos* 9 ist mit 


(33) 


J = u cos* 9 (t, T ) dt dT = jj 


Tlit) pJl) Pill 

A"WM r )M r ) 


gegeben. 

Nun betrachten wir 


(34) COS* 9 (t, r) = T*\t) p,(r) p f (r ) , 


WO 


did 
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(35) A'»(r)/,.(r) ft (r)-l f 

so kOnnen wir wissen, dasz fur das Eintreten eines Extremums der 
Funktion cos *<p(t,r) an der Stelle t=t 0 , ~ = ~ 0 unter der Nebenbedin- 
gung (35) — wenn nicht der Ausnahmefall eintritt, dasz an der 
Stelle (t e , r 0 ) die beiden Gleichungen 

(36) ^ cos* <p(t, r) = 0 und ® cos 5 <p(t, t) = 0 

of or 

erfiillt sind — die folgende Bedingung notwendig ist, es gebe einen 
Proportionalitatsfaktor A derart, dasz zusammen mit der Gleichung n) 

(37) A*»(r,)/>.(r f )/»/r,) = l 

auch die beiden Gleichungen 

i 38) - d - cos 5 f (/„, t 0 ) + X + A* •’(“,) />.(-«) = 0 , 

vt dt 

(39 ) cos 5 <p (to, To) + * A' f (r 0 ) f> a (T t ) p> (t 0 ) = 0 

gelten, 

Die eben formulierte Regel nennen wir die Miiltiplikatorcmegcl 
von Lagrange und den Faktor / den LAGRANGEschen Multiplikator. 
Setzen wir 


(40) 


cos 5 <p (t r) = T‘ l ’(t)/>»(r) | 0 ,,( r) j, f ^ 


so kOnnen wir wissen, dasz, wenn an einer Stelle (t 0 , r 0 ) auszer den 
beiden Gleichungen 

( 41 ) J, (to , T o) = 0 > ft (to ) ”o) ~ 0 

noch die Ungleichung 

(42) /„/„ -A>0 

gilt c,) , so die Stelle einen Extremwert liefert, und zwar ein Maximum, 


(1) Vgl. z. B. COURANT, R.: Vorlesungen uber Differential-und Integralrechnung, 
Zweier Band (1929), Berlin, S. 140. 

(2) COURANT, a. a. O., S. 153. 
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falls /« < 0 (und daher auch /„ < 0) ist, und ein Minimum, falls 
f„ > 0 ist. 

Ist dagegen 

(43) /„/«-/?,<• 0, 

so haben wir es mit keiner Extremalstelle zu tun ; der Fall 

(44) /„/«-/?.= 0 

bleibt hier unentschieden. 

Wir betrachten 

(45) cos 2 <p ( t , r) = T“ ? (f) />„(?) p f (z) 
anstatt (11), wo 

(46) A^(r)p.(r) p f (z) = l 

gilt, so haben wir zwei quadratische Formen 

(47) A‘’(r )p a (r) P> (T); T'\t) p.(r) p t (r) 

und wir kOnnen solches Formenpaar immer durch eine Transformation 
in das Formenpaar 

' 48) pi (-) + pi: (r) ; T"(t) pi (r) + T“«) fa (r) 

uberfiihren. 

Wir setzen 

(49) pi = cos r , pa = sin r , T" = cost, T” = sin f 
in (48), so folgt aus (48) 

(50) [>i (r) + fa ( t) = 1 , T'pi +Vfa = COS(t-T), 
wo 

(51) t-r=<p(t, r) 
ist. 

Gilt 

(52) >P(t,T) = 7l/2-y(t,T) 

in (11) und (29), so kommt aus (11) 
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( 53 ) T = {k'Ht) - T'Ht)) P'.jr) Ptjr) 
A‘*(r)M r )M r ) A a, (r) p»(r) ft(r) 

Oder 

f 54 ) T>(t) p.(T) ft (r ) = { A‘>«) - T^j) Mr) ft (r) . 

Weiter ist giiltig 

(55) = iw - rm pm pa*) 

A ,f (r)p,(r) ft (r) 

wenn 

( 56 ) cos 3 <f ( t , r) = tan 3 f ( t , r) . 

([{A a "(r) - T »(t)) M*) p>(r)] : [A'»(r) />.(r) ^(r)] 

(57) 

< = [ <A‘>(r) - rw) P.(T) M r )] : CTW M r ) />,(*)] , 

Oder 

T“^) />.(') />^):A?(r)Mr)ftW 

wenn 

( 58 ) sin* <p (t, r) — tan* <p ( t , r) , u. s. w. . 

Ist (14.) von den pa unabhangig, so folgt daraus 

< 59 ) {A*“(r) - T «»(#)} prop. T‘W . 

Wenn 

(60) = flo* M + + ... + a,_i x + a n 

gegeben ist, wo 

( 61 ) x = cos 3 <f = T*’ p a p> , 

so kOnnen wir (60) immer in homogene Form 

[y = flo (T* 11 Pa P,) n + fli <T‘ J Pa ft}"' 1 * {A” 1 />. />.) + ... 

(62) 

( + {T*** />, />„} • {A“‘ />, + o„ {A"" />« />,}" 

setzen, wo a, die Konstanten beaeuten. 

(B) Wir betrachten zwei Kreise St und ft im R t . 
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1st 

(1) = 0 = I, II] 

eine normierte Kugel durch St mit 
( 2 ) \) t) = f>„ p f A** = 1 , 

so gilt 

( 3 ) dos* <p = p. p f T*" , 

wo <p den Winkel zwischen der Kugel (1) und dem Kreis St bedeutet c,) . 
Weiter kOnnen wir 

/ ^ \ X V J-y ~~ x i •>/ 

si tv -VsiU-ii„y;» 

in Kleins Abhandlungen (8:i betrachten und untersuchen, wo U , , Si,,, 
und Si vv die folgenden Ausdriicke bedeuten : 

! Si" = T 11 x\ + 2 T* *, 3k + T !I x , 

^v = V I y: + 2T’y l y, + T a yl, 

ll*v = T” *,* + T“ (x,y, + x,y t ) + T“y 2 . 

(C ) Es seien die Kreise 

(1) co«, ojS [1-1,21] 

in R, gegeben. 

1st 

( 2 ) (o'} = (f)Pa (oS* 

die normierte Kugel durch co R , so folgen 

( 3 ) (oh (o'}) = toV coi°« co Pt » 

da sind gultig 

( 4 ) cos* co <p = ci)T‘ 1 ' co, p t c oPf » 

il) NAKAJIMA, S. : Differentialgeo. der Kreiascharen, X, XI, XII, Tdhoku Math. 
Journ, Vol. 34 (1931), S. 196. 

c2) FRICKS, R. und OSTROWSKI, A. : FELIX KLEINBs gesammelte mathematische 
Abhandlungen, I (1921), S. 268. 
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daraus folgt 


( 5 ) cos* (py _ (oT*' 1 q i/’ai 

COS* (2)^' ft)/ 5 * C!), 0 .' 


oder 


COS' (py _ (i)T (t")Pa Clt Pf . ^ 

COS* (2)^ C2)T^ c : Z«C 2 Z< CnA" 1 ' (ij/'o Co, 0 ? 


(6) 

(D) Aus De Moivres Satz (I) 


( 1 ) 


( 2 ) 


(cos « <p = cos" V* — cos" - f sin 5 p 

1 * M 

+ n ( n ~ ( n ~ 2)(w— 3) cos’ i " J ^ sin >f — 

4 ! 


[sin n<f — n cos”-' f sin f ^ --yp — ~ cos " V sin’ $•' 

+ M (»zl) (n—2) (»— 3) (m- 4) coB-.fgjnif _ 

5 ! 


ergeben sich 

{ 3 ) 

cos h? = (T ,f />. /»,)" 5 - (T‘V« f'S- 1 <(A«*-T«') /».,«.} 

+ n(n-l)(n-2)(_n-3) ^ p j- ‘ {(A »'- T «.') P , Pj )*- , 

4 ! 


(4) 

' sin n f = n (T* ! ‘ p. p t U {(A* 1 ’ - T af ) p* p f ) 1 

- n(n-\) (n-2) (T „ p j; 3 {(A . r _ T *, )pa P/} 

3! 

+ ^rlX«- 2 ^”~gXw.z, 4 ) cr * /»./>, )"» 5 {(A^-T^ipap,) - 
v 5 ! 


(1) TODHUNTER, L: Plane Trigonometry, 1902, Kaishindo and Co., P. 215. 
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oder (,) aus {3J und (4) folgt 

tan nr- J™ * *- 
cosn<p 

= « (T*» ft ft)"«‘ < (A‘» - T«») p. ft }* - 
(T“V. 2 - 

(Ej Aus De Moivres Theorem ergibt sich 
(1) (cosf> + » sinp)” = cosny> + tsinwf ; »=■/- I, 
so folgt aus (3) und (4) 

[(T *{(A af - T^ftft}!]" = C(T«V«^) n/a 

+ »[n(T'*ftft) r {(A** - T*') ft ft) » - 

(F) Wir betrachten 
( 1 ) cos 2 If = T* f ft ft 
wieder. 

Wenn p a und ft in (1) vertauschbar sind, so folgt aus (1) 



(2) 

cos 2 <f = T” ft + 2 T” ft ft + T" ft 

Oder 




(3) 

cos* <f — T n (ft + ft) + 2 T 12 ft ft, 

da 




(4) 

A” ft + 2 A 1 * ft ft + A" ft = 1 , 

wo in 




(5) 

A** ft ft = 0 


<> a und ft vertauschbar sind ; daraus ergibt sich 

(cos* r = (T” + 2 V 2 ft ft + T" ft} 

( 6 ) 

( : (A” fi + 2 A” ft ft + A” ft} . 

Weiter kOnnen wir wissen, dasz 




1) TODHUNTER, a. a. O., p. 216. 
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( 7 ) sin* 0 = IA 1 2 (A 1 !- T") ft ft + (A 1 ^ T”)ft 

V ' A” + 2 A'* ft ft + A” />! 

( 8 ) tanV = (A" - T")ft + 2(A» - T») ftft + (A» - T») ft 
* T” p? + 2 T 1 * ft ft + T” p? 

u. s. w. 

gelten, wenn ft und ft vertauschbar sind. 

(G) Es seien zwei Kreise St und St in R, gegeben. 

1st 

( 1 ) 1) = ft s‘ 

die normierte Kugel durch Si , wo 
( 2 ) = A* f ft ft = 1 

gilt, so folgt daraus 

(3) cos 2 <p = T* f ft ft , 

wo f der Winkel zwischen l) und St ist. 

Betrachten wir eine andere normierte Kugel 

(4) ^ = ft f , 
wo 

(5) (p5)-A'»ftft = 1, 

so gilt 

(6) cos'? = T‘ J ftft ; 
demnach folgt aus (3) und (6 

( 7 ) T“* ft ft = T ft ft , 

wenn 

( 8 ) const, cos* <p — cos* v 
ist. 

Wenn (8) fiir jeden Wert von ft gilt, so folgt aus (7) 


( 9 ) const. T"’ = T‘ f . 
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Gilt (8 1 weiter fur vertauschbare p„ , so folgen 

(const. T” = f" , const. T“ = T“, const. T*- = T“ 
(10) ] _ - _ 

(T 1 = T J , T" = T* , A” = A“ , A” = A* 3 . 

Anstatt (8) gilt 

( 11 ) const, cos 5 <p — sin* (~/2 — ip ) , 
so folgt daraus 

(12) const. T*’ Pa p, = (A*' - T •») p. /», ; 
hieraus folgt 

(13) const. T‘‘ = A #! * - T‘\ 


wenn (12) fur alle p t gilt. 


Gilt ( 11 ) fur vertauschbare f > a , so folgt 


/const. T” = A” - T" , 

const. T ,s = A" - T 15 

(14) 

< const. T“ = A" — T” , 



it 

II 

i|h 

ii 

A" = A” , A" = A 5 . 

Wenn 



(15) 

const, cos* <p = tan 5 <p 


immer gilt, 

so besteht 


(16) 

const. T“ ! ' Pa p f = (A “'' , 

T”’ Pa Pf 


oder 

( 17 ) con st. T afl PaPf _ (A“* -^T* J ) pa Pt 

A a| ’ pa Pi T 1 ” pa Pt 

fur jede pa , so folgt daraus 

n't! /Tit 'T'll T» 

(const. -=— = - , const. = 

\ A” T” A“ 


A“ — T 1 - 

'J'll 
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Wenn p» vertauschbar sind, so haben wir (12) und 

(19) A" = A" , A“ = A** , T” = f ” , T a = f“. 
Gilt 

( 20 ) const, sin ' <p = tan* y , 
so folgt 

( 21 ) const. (A " - T ifl ) />. (>> = ^ p * Pt ; 

T” Pa Pk 


daraus ergibt sich 


A 11 — T 11 

const. {A 11 — A 11 } = — 1 , 

1 'pn * 

A 12 nr 12 

(22) 1 const. (A 1 ’ - T ,! } = - -- , 

A H _ 

l const. (A“ - T 22 } = , 


wo 

(23) A” = A” , A“ = A” , T" = T" , T 22 = T K 

gultig sind, wenn (21 J fur jeden Wert von p a gilt. Da pa vertauschbar 
sind. 

Wir betrachten cos ‘<p und cos'f in (3), (6) und setzen 

(24) cos 2 0 = 2 (cos * <p + cos 2 <f) 

und nennen 0 in (24) den Winkel zwischen Si und Si. Es gibt so 

! cos* 0 = 2 (cos 2 <p + cos 2 f) 

= I (T“ 2 Pa pf + T“’ Pa p f ) 

= l (T‘“ + f '»} Pa P, • 

Gilt 


(26) cos 2 <p = cos 2 <p = cos* <p = ... 


fur jeden Wert von p, und fur jeden 9 , so nennen wir 
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(27) i ••• , 
zueinander parallel. Es ist dann 

(28) t* 11 = T 11 ’ = T* 1 ' = ... 
die Bedingung dafur, dasz 

(29) c»® > <s)® • ••• • (>o® 
zueinander parallel sind. 

Wenn \) zu w 9 [* — 2, 3, •••,«] senkrecht ist, so folgt 

(30) coT’ 1 ’ p*p f = 0 [t=2, 3, ..., n] . 

(H) Aus 

( 1 ) COS’ f = T“" Pa P, 

kommt 

( 2 ) f = cos' 1 VT if ~pip> , 
daraus ergibt sich 

( 3 ) sinh <p =■ — ~ e = — i sin t {cos' 1 •/T"’ p » />*} . 
Weiter kOnnen wir 

( 4 ) cosh <p , tanh <p , u. s. w. 

berechnen. 

Ist 

( 5 ) cos 2 <p = const. , 
so folgt daraus 

( 6 ) T*" PaPn = const. . 

( I ) Es seien n Kreise 

(1) [f=l, 2, ..., m] 

in R, gegeben. 

Ist 

( 2 ) *) = p. r [«-i,nj 
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eine normierte Kugel durch , so folgt daraus 
(3) cos (of = , 

wo (of der Winkel zwischen und o U— 2, 3, ...,«] ist, da gilt 
( 4 ) fa i)) = A # " Pa Pf = 1 . 

Besteht 

( 5 ) (of = (of = ••• — oof 

immer, so erhalten wir 

( 6 ) coT« f = (j)T,j — (oT«n ==••• = («}T af . 

( J ) Es seien $(f) und $t(t) zwei Kreisflachen, deren Erzeugende- 
kreise St (t) und S(/) in R, sind, wo t Parameter ist. 

Ist 

(1) U = />.(*) S‘(» 

die normierte Kugel in R 3 durch St (/) mit 
( 2 ) (V 1)) = />.(#) (‘fit) A •"(#) = 1 , 
so muss 

( 3 ) cos-' f (f, r) = p a (t) p/J) T B, (0 

von />» unahhangig sein, wobei f (t) die Winkel zwischen t)(f) und 
St(t) bedeuten. 

Nun betrachten wir zwei Kreisflachen 31 (/) und St (t) im R, derart, 
dass alle durch die Kreise gehenden Kugeln die gleichen Winkel 
miteinander bilden, so ist dies nur dann mdglich, wenn (1) 

T e, *(<) prop. A (t ) , T •'(#) prop. A./t) 

giiltig sind. 

( K) Aus 

(1) cos*f = T‘ i ‘ />•/’«> sin* f = (A* 1 * — T**) p»p f , 

1) NAKAJIMA, S. : Differentialgeometrie der Kreisscharen, X, XI, XII, Tohoku Math 
Joarn., V51. 34 (1931), S. 196. 
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und 

(2) cos*f = sin* y = (A** - T“’) 

kOnnen wir 

( 3 ) sin (y + y ) sin (y — y) 
berechnen, denn 

( 4 ) sin (y + y) sin (y — y ) = sin* y — sin* y 


gilt. 


Weiter ist gultig 

fcos (y + y) cos (y — y) = cos* y — sin 2 y = cos* y — sin* y 
1 = (T #l > + T“’ - A'") p. p f = (T*' * + T”'’- A* 11 ) p m p f . 


(5) 


Wir kdnnen 

( 6 ) sin (y + y + y) , cos (y + y + y) 

und 

( 7 ) tan (y + y + y ) , u. s. w. 

berechnen, weil gelten co : 

(sin (y + y + y ) = sin y cos y cos y + sin y cos y cos y 
( 8 ) = _ = 

( + smycosycosy — sinysinysiny, 

(cos (y + y + y) = cosy cosy cosy - cos y sin y sin y 

O) - . . = = . . - 

( - cosysmysiny - cosysmysiny 

(10) tan(y+y+y) 

_ sin y cosycos y +siny cosy cos y + sin y cos y cosy — sin y sin y sin 
cosy cosy cosy — cosy siny siny — cosy siny siny — cosy siny siny 

u. s. w. . 

(L) 1st cos*y=l in 


(1) TODHUNTER, I. : Plane Trigonometry, Tokyo, 1902, S. 55 und 74. 


»• 
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(I) cosV = T* 9 p,pt , 

wenn /'i=0 und />n=l ist, so folgt daraus 

( 2 ) cos* <P = pi + 2 T ,! pi pn + ph , 

wo pi und pn vertauschbar sind. 

Aus (5) folgen 

( 3 ) pi + T 1 pn = 0 , T I! p\ + pn — 0 

fur Maximum -Oder Minimumwert von cos 2 <p , wo T ,; = constant, 
aber pi und p tt veranderlich sind. 

Aus 3 ) kommt 

( 4 ) p] = pi , , 

so haben wir 

5 ) p, — Pn 

Oder 

i 6 p t = — /<„ ; 

daraus ergibt sich 

(COS 2 <r' = + 2 T 12 p, + 

t n \ J 

= 2 (1 + T 12 ) p, 

fur Maximum-oder Minimumwert von 
Gilt 

( 8 ) cos 2 y = 0 

fur 

( 9 ) Pi — 0 , p,i = 1 , 

so folgt daraus 

(10) cos 2 <p = 2 T 12 Pi p ,\ , 
wo 

( II ) cos*f = T'V.fr 

ist. Da p, und pn miteinander vertauschbar sind. 


Pi — 2 (1 + T 11 ) ph 

cos* <f . 
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Aus (10) folgt 


(12) 

cos 5 <p — 0 , 

wenn p t = 0 

oder pa = 0 . 

Wenn T” 

= 0 in (1), so 

(13) 

cos* <p = 2T U pi pi i + T** pa ; 

daraus folgt 

(14) 

cos* <p = 0 , 

wenn 

(15) 

O 

II 

Wenn 

(16) 

o 

II 

SO 

(17) 

cos* <p = T 11 p\ + 2 T 1 ' pi pn ; 


hieraus ersehen wir, dasz 
(18) cos 5 f = d , 


wenn 

(19) pt = 0. 

Von 

(20) sin* <p = (A*" — T*") (> i p a , u. s. w. 

gilt das Gleiche. 


( 4 ) 

Im folgenden mOchten wir unsere Fundamentalgrdszen (,) 

( 0 , 0 ,) , ( 0 , 0 ,), ( 0 , 0 ,) 

behandeln. 

(1) NAKAJIMA, S.: Kugelgeo, von MOBIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., 
Taihoku Imp. Univ., Vol. 2, S. 36. 
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(A) Betrachten wir eine Kreisflache (K), so ist die Gleichung 
von Minimallinien auf (K) 

( 1 ) (Oft,) df + 2 (0,0,) dt dr + (0,0,) dr* = 0 . 

Nach der Theorie der quadratischen Gleichung laszt sich eine 
derartige Gleichung zerspalten in 

ttiW,) dt + {(0,0,) + V ( W - (9ft.) (9,0,)) dr] 

(2) ] 

( x [(6,9,) dU {(0,0,)-V(0,0.J - (9,0,) (0,0,)}dr]=O, 
so dasz sie in zwei Differentialgleichungen von der Form 
(3) f(t,r)dr - <p(t,r)dt = 0 , 
namlich in 

( 4 ) + {(0,0,) ± V( 0,0, y - (0,d,)(O,0,)) dr = o 

zerfallt, die allerdings nur im Falle 

(5) (0,0 J -(0,0,) (0,0 1 )4=0 

voneinander verschieden sind. 

Jede definiert eine einfach unendliche Kurvenschar auf (K>, und 
wenn (0,0,), (0,0,) und (0,9,), wie wir immer annehmen, einwertige 
analytische Funktionen sind, geht durch jeden Flachenpunkt it, r) nur 
eine Kurve jeder Schar. 

Demnach definiert eine Gleichung von der Form (1) ein Kurven- 
netz auf (K), sobald 

(6) (0,o,y -(o,0,)(0,o,)^o 

ist. 

Beispielsweise definiert die Gleichung dt d~=0 , die sich der Form 
(1) unterordnet, die beiden Scharen 

( 7 ) t = const. , t = const. , 

also das Netz der Parameterlinien der Flache (K). 

Wenn dagegen 

(8) (e,e,y-(0,9,)(o,o,) = o 
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ist, also die linke Seite von (1) ein vollstandiges Quadrat in dt und 
dr vorstellt, fallen beide Kurvenscharen in eine und dieselbe zusam- 
men. 


(B) Wir betrachten (1), wo 

(1) (<W(M,)-(W + 0 


gilt. 

Sind dabei (£,) und (k t ) die beiden Fortschreitungsrichtungen 
(d~ : dt) eines Punktes it, r) langs der beiden Kurven des Netzes, so 
geniigen k, und k t der quadratischen Gleichung fur k : 


( 2 ) 

so dasz 

(3) 


st. 


(W + 2(0A)* + (W** = O, 


k t + L = 


2 (6 A) 
(W ’ 


k x k t — 


(OA) 

(M,) 


(C) Wir betrachten eine Kreisflache (K), deren Bogenelement 
ds mit 

( 1 ) ds 1 — (r* + (?) dt 4- dr 
gegeben ist, so folgen daraus 

( 2 ) (Ofl,) = r* + r 2 , (0,e x ) = 0 , (W = 1 , 
wo c die Konstante bedeutet c \ 

Diese Flache ist nicht anders als Rotationskreisflache der Ketten- 
linie. 

Aus (1 ) ersehen wir, dasz die Minimallinie auf (K) mit der 
Gleichung 

(3) (T l + (?)dt + dr* = 0 
gedeben wird. 

Weiter betrachten wir die Kreisflache, deren Bogenelement 00 ds mit 


(1) ELLIOTT, E. B.: a Course of Differeutial Geometry. Oxford, (1926) p. 26. 
<2) CAMPBELL, a. a. O., p. 27-28. 



Beitrage zur Gfometrie der Kreise und Kugeln (XXXV) 269 



(4) 

ds* = dr 1 + (<f> (x)f df 

oder 




(5) 

ds * = dr 1 + sin' r • df 

Oder 




(6) 

ds' = dr 8 + sinh 2 r • df 

Oder 




(7) 

ds 8 = dr 8 + (e-' - e'--’ 

oder 




(8) 

ds 8 = df - t- e df 


gegeben ist so kdnnen wir untersuchen es wie in des Verfassers 
fruheren Arbeit 05 , wo c konstant ist. 

(D) Im folgenden mfichten wir die Kreisflache untersuchen, deren 
Parameterlinien vertauschbar sind. 

Die Gleichung von Minimallinien auf der Kreisflache ist 

( 1 ) (0,0,) df + 2 (0,0-.) dt dr + dr 1 = 0 . 

Wenn in (1) die Parameterlinien vertauschbar sind, so erhalten 
wir 


(2) df + 2(0,0.) dt dr + dr 8 = 0, 

die unsere Gleichung von Minimallinien ist. 

Dies sind nicht anders als „aquidistante“ Kurven auf einer Kreis- 
flache <8) . 

Aus (2) erhalten wir die folgenden Satze. 

(1) Difiniert die Differentialgleichung 
dr/dt = ^ (t, ~) 

auf unserer Kreisflache keine Schar von Minimalkurven, so lautet die 

1) MATUMURA, S. : Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln XXX), Mem. of the 
Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XXI (1939 , S. 336. 

2) MATUMURA, S.: Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln iXX', Mem. of the 
Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XVIII, S. 251. 
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Differentialgleichung der Kurven, die zu den durch diese Gleichung 
definierten einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind : 

d r 1 + (0,d z ) X 

~df ~ iw+r - • 

(2) Ein Kurvennetz 

A ( t , r) df + 2 B (t, r) dt dr + C (t, t) dr* = 0 

auf unserer Kreisflache (V) ist dann und nur dann ein Orthogonal- 
system, wenn 

C — 2 {9, 0 X ) B + A = 0 

ist. 

(3) Die Parameterlinien unserer Kreisflache bilden immer ein 
Kurvennetz ohne Umwege. 

( 4 ) Wenn 

( 1 ) t — const. 

und 

(2) " = const. 

zueinander senkrecht sind, so folgt daraus 

(3) (W = 0; 

daraus ersehen wir, dasz 

( 4 ) ds = dt * + dr 1 

gelten. 

Aus (4'' wissen wir, dasz die Diagonalkurven des Netzes mit 
( 5 ) = const, 

gegeben sind. 

(5j Um zwei Flachen F und F von (V) konform aufeinander 
abzubilden, haben wir solche Parameter auf beiden Flachen von (V) 
einzufuhren, in denen 
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(OA) = (OA) 

gilt. 

(6) Fur die Nabelpunkte auf (V) ist gultig 

L : M : N = 1 : (OA): 1 , 

wo L, M und N die Fundamentalgrdszen zweiter Ordnung von (V) 
bedeuten. 

(7) Es gilt 

1 = Ldf* + 2Mdfdr + Ndr* 

R df + 2(9A)dtdr -f- dr- ’ 

wo 1/R die Knimmung aller derjenigen Flachenkurven auf (V)darstellt, 
da 


1:(0,0,):1 

= L:N. 


Die Differentialgleichung 

der Kriimmungskurven ist 

d r 1 

1 

L 

-dtd r 

(0A) 

M =0. 


1 

N 


(9) Nach Scheffers 05 hat das allgemeinste Kurvennetz auf der 
Flache (2) ohne Umwege die Differentialgleichung 

(1 - ft) df 2 {(0,0,) - ft ft} dt dr + (1 - f , ) dr* = 0 , 
wo 

ft - , ••• 

sind. 


(10) Ist unsere Kreisflache die Tchebychefs (,) , so muss 


(1) SCHEFFERS, G. : Theorie der Flachen, S. 52. 

(2 MATUMURA. S.: Beitrage zur Geometrie der Kreis und Kugeln (XXIV), Mem. 
of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vo). XXI, S. 33, 
TCHEBYCHEF, P. L,: Sur le coupure des vetements ;i878'. Vgl. Oeuvres Bd. n, 
S. 708. 
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(W = F(#,r) 

sein. 

(E) Wir betrachten die Kreisflache K, deren Bogenelement ds 
mit 


( 1 ) ds* = (0,0,) dt- + 2 (0,60 dt dr + dr* 
gegeben ist. 

Wir setzen (1) in 
( 2 ) ds* = g ik du 1 du l . 

Ist die Form (2) fur jede beliebige Transformation von Parametem 
( 3 ) u' = u' (u\ «*) , M* = U* (»', «*) 
invariant, d. h. 

( 4 ) g„ du r du' = g rj d« r d«’ , 


so folgt daraus 


(5) 


& r * 



du’ 


Wir werden als Fundamentaltensor fur die Massbestimmung 
annehmen und eine Riemannsche Ubertragung in unsere Theorie ein- 
fuhren. 

Wir setzen 


( 6 ) g,, du T du' = A y (^,, r du r ) (X jx , du') = 0 , 

die die Gleichung von Minimallinien auf K ist. 

An (6) erkennt man, dasz fur den Winkel 0 der Parameterlinien 
in einem Punkt 


( 7 ) COS 0 = — 

V, gugn 

gilt, wo g n und g„ stets positiv sind. 

Aus ( 7 ) folgt insbesondere doch, dasz die Parameterlinien einander 
rechtwinklig schneiden, wenn 
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( 8 ) & - 0 
ist. 

Wir betrachten A® in 

( 9 ) ga> = ^ ! 

daraus folgt 


(10) 1 


g*{ 

.*• K=g" 


wo 





(11) 

Ip cos 

e = 

= g*> p* = *'p, = 

= P* == g* f & a , 


cos 0 

= 

ga !> ** t* 

_ Pa 



y/g*t ^ i ^ga> ff 

p f Vl? laV t? Pa 

(12) < 









gaf ^a P,\ 





Vg** ^0 Vgf* Pa 

Pf 

giiltig sind. 






Nach des Verfassers Arbeit (l) kann man den folgenden Satz be- 
weisen. 

Satz : jc und jc seien zwei konvexe Kreisflachen in R 3 , deren Punktc 
eineindeutig durch parallele und gleichgerichtete Flachennormalen ein- 
ander zugeordnet sind. 

Fiir jede Wahl von gemeinsamen Flachenparametern u, seien die 
ersten Fundamentalgroszen in zugeordneten Punkten einander gleich : 

£>ik =: &ik t 

wobei 

(ds* = d y* = V g tt du ' du k , 

(d? = dy* — 'SZg.kdu'dU* 

sind. 

Dann sind die beiden Fldchen bis auf eine Transformation mit- 
einander identisch. 

■ 1) NAKAZIMA, S.: ttber die Fundamentalgroszen bei Eiflachen, Japanese Journal 
ot Mathematics, Vol. VI (1929), Tokyo, S. 27. 
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1, \ = v 


Weiter gelten (1) 

v v = v x gxy , w* — w » 8^ . 
dp = dp , V„/> = 

3v' = dv + t> x <W* , = dull - »v dx' 1 , 

ft -i«- {£♦$-&). 

r -» 1 /»l0x _ 3«V\ 

A [nW>] 2 2) X X ) , 


A [h-Wj.] 


_ _1_ / 3«>x _ _^«V\ 
~ 2 V ax' 1 V / , 


A[»Vp]P= 0, An g^ — Ai» = 0 . 


Fur geodatische Linien gelten 

dx x d? =0 
<fe* ( v) ds ds 


Oder 


,H Vn « V = 0 , 


wenn 


dx'/ds = i v . 

Fur die Krummung gelten 
0 


fcnx 


{T-^ft-nft+ftfis. 

2 V [»V|»] «>x = + *«i>x Wv . 


V 

2 V [»Vn3 » v = — &»(■* > 

1 Vgl. SCHOUTEN, J, A. : Der Ricci-Kalkul, Berlin, 1924. 
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X 0 , k i, uV ii] 0 , Km|l (XV) 0 t fcvJJiXv kxvm\l | 

V Xv 0 } *^X = *v|ix f 

2 V x = Vi» toil , V* Gnx = 0 , 

G„x = Kx — \ kgvx , u. s. w. , 

wo 

* v = * v («', «*) 
unsere Kreisflache ist. 

( F ) Im folgenden mOchten wir eine Bemerkung uber Transla- 
tionsflache machen, die zugleich Rotationskreisflachen sind. 

Die Gleichung von Translationsflache ist 

(1) s = u + v, 

so folgt daraus 

(2) E = ji=v;U /J , F = s„ 5 , = £U'V', G = j!SV' ; , 

wo E, F und G erste FundamentalgrOszen unserer Translationsflache 
sind. 

Aus der Rotationskreisflache ergibt sich 

(3) (0,0,) =/"’("), (0,0,) = 0, (0,0.) — 1 , 
so folgt aus (2.) und (3) 

< 4 ) (0 l e l ):(0,0,):(0 r 0,)=j'(T):0:l='£\J' t :'Z\J'V , :SV' t . 

<4) ist unsere Bedingung, wo f(~) und V die Funktionen von r 
allein und U die Funktion von r allein ist. 

( G ) Im folgenden mOchten wir eine Bemerkung fiber die Schrau- 
benkreisflache machen, die zugleich die Rotationskreisflache ist. 

Ffir die Schraubenkreisflache gilt c0 

(1) (0,0,) = r' + <f, (0,0,) = o, (0,0,) = 1, 

wo q eine Konstante ist. 

1 1 SCHEFFERS, G. : Einfiihrung in die Theorie der Flachen, Berlin und Leipzig, 
1922, S. 136. 
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Auf der andem Seite gilt fur die Rotationskreisflache 05 

(2) (9fi,)-p(r), («A)-0. (*,*,) = 1, 
demnach folgt aus (1) und (2) 

(3) (8,e t ):(9A):(W = r* + = p:0:l , 

Oder 

(4) p = T 

(4) ist unsere Bedingung. 

Aus (4) ersehen wir, dasz 

(5) 4 = 0 

in Scheffers Buch c,) ist, wir also 

(6) x = t cos t , y = r sin f , 2 = 0 

als Gleichung der Rotationskreisflache erhalten, d. h. (6) nicht eine 
Gerade ist. 

(H) Im folgenden mOchten wir eine Bemerkung fiber die Regel- 
kreisflache machen, die zugleich eine Kugel ist. 

Wir betrachten eine Regelkreisflache S, die in des Verfassers 
Arbeit steht. Wir kOnnen den Ausdruck des Quadrates des Linien- 
elementes auf die folgende Form bringen 05 : 

( 1 ) ds* = dr* + 2 cos o dT dt + (M l r* + 2 N r + 1) df . 

Wenn wir eine Kugel als Kreisflache ausehen, so kdnnen wir 
setzen w 

( 2 ) ds* = dr 2 + cos* r • dt ' . 

So folgen aus (1) und (2) 

(l) Scheffers, a. a. 0., S. 126. 
i2) Scheffers, a. a, o., s. 126. 

(3) MATUMURA, S. : Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln XXIX , Mem. 

of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XXI, S. 297. 

A) MATUMURA, S.: Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXVII', Mem 
of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XXI, S. 139. 
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(3) COS 0 = 0 , M'r’ + 2Nr + l = COS 2 r , 
die die Bedingung dafur sind, dasz S zugleich die Kugel sind. 

(H) Wir betrachten die Kreisflache P, deren Quadrat des Linien- 
elementes ds* sich folgendermassen darstellen laszt 0) : 

( 1 ) ds 2 = (1 + ar + br*) df + dr* . 

Wenn P zugleich eine Kugel ist, so folgt aus (1) und aus 

( 2 ) ds* = cos 2 ~ ■ df + dr ! 

( 3 ) 1 + ar + br- = cos' r . 

1 3 ) ist die Bedingung dafur, dasz P zugleich eine Kugel ist. 

( I ) Wir betrachten eine Spiralkreisflache S, die in des Ver- 
fassers Arbeit CI) liegt. Es gibt 

( 1 > dy = F (r//) df + d ~ 2 , 

wo ds das Linienelement von S bedeutet. 

Wenn S zugleich eine Kugel ist, so folgt aus (1) und aus 

( 2 ) ds* = cos 2 r • df + d ** 

( 3 ) F (?/t) = cos ; r . 

Aus ( 3 ) ersehen wir, dasz die Differentialgleichungen der Minimal- 
linien sind 05 : 

( 4 ) dr ± t F (r /t) dt = 0 , i — y~\ 

Oder 

(u - (cos t + i sin t) tan (Jr + Js), 

(5) ] 

(to = (cos t — i sin t) tan ($ r + | -) , 

IT MATUMURA, S. : Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln ( XXXIII', Mem. 
of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XXVI, S. 136. 

2) MATUMURA, S. : Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXXUI), Mem, 
of the Fac. of Sci. and Agri. Taihoku Imp. Univ., Vol. XXVI, S. 139. 

3) MATUMURA, a. a. O., S. 139. 
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wo 

(6) COS T = i/F(r//) 

und t ein Parameter ist. Wir kOnnen so (5) mit F(r //) berechnen. 
Wenn unsere Kurve zugleich ein Radialnetz ist, so folgt aus (1) 


und (,) 

aus 



(7) 

ds* = r* df + 2 (Qfii) dt dr + dr 1 


(8) 

r*:F(r/f)(0A):O 

oder 


(9) 

F (r/f) • (0A) = 0 

Oder 


(10) 

(W = o, 

wenn 


(ID 

ii 

o 


( J ) Wir betrachten eine Kreisflache (K), deren Bogenelement 
ds mit 35 

( 1 ) ds* = 2 {r + 0 (t)) df + dr* 
gegeben ist. 

Das Quadrat des Linienelements der Kugel ist 
( 2 ) ds- — cos* r • df + dr* . 

Wenn (K) zugleich eine Kugel ist, so folgt aus (1) und (2) 

( 3 ) cos* r == 2 {r + 0 ( t )} , 

so kdnnen wir wissen, dasz die Gleichung der Minimallinien auf (K) 
mit 


( 4 ) cos* r dt + dr* = 0 
gegeben ist. 

(1) MATUMURA, S.: Beitrag? zur Geo. der Kreise und Kugeln (XXVI', Mem. of 
the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XXI, S. 113. 

2) MATUMURA, S. : Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXXIII' , Mem 
of the Fac. of Sci. and Agri. Taihoku Imp. Univ., Vol. XXVI, S. 141. 
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Definiert die Differentialgleichung 
( 5 ) dr/dt = ^ (t, r) 

auf (K) keine Schar von Minimalkurven, so lautet die Differential- 
gleichung der Kurven, die zu den durch diese Gleichung definierten 
einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind (,) : 

(6) dr/dt = - cos 2 r/x . 

Weiter kdnnen wir wissen, dasz ein Kurvennetz 

( 7 ) A (t, r) dt* + 2 B t, r) dt dr + C (t, r) dr 2 = 0 

auf (K) dann und nur dann ein Orthogonalsystem ist, wenn 

( 8 ) cos* r C + A = 0 

gilt. 

Noch weisz man, dasz die Parameterlinien auf (K) ein Kurven- 
netz ohne Umwege nicht bilden, da 

or 

gultig ist. 

Weiter konnen wir ahnliche Probleu.^. untersuchen wie oben. 

(K) Nach Weingarten hat man eine aus den Minimalkreis- 
flachen (M) durch Quadraturen bestimmbare Klasse aufeinander ab- 
wickelbarer Kreisflachen von Linienelementquadrat 

( 1 ) ds' = 2 t dt : + 2 dt dr + dr : 

angegeben'l 

Sind (M) zugleich die Flache (S), deren Bogenelement ds mit 
( 2 ) ds : = dtr + 2 cos adtdr + dr- 
gegeben <S) ist, so folgt daraus 

(1) Vgl. MATUMURA, a. a. O., S. 142. 

(2) MATUMURA, S. : Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln XXX , Mem. 
ot the Fac. of Sci. and Agri. Taihoku Imp. Univ., Vol. XXI, S. 328. 

£) Vgl. MATUMURA, a. a. O., S. 330. 
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(3) 2 r : 1 = 1 : cos a , 

wo a die Funktion von r und t ist, woraus sich 
( 4 ) cos a = 1/2 t 

ergibt, so wissen wir, dasz in unserem Falle « die Funktion von r 
allein; daraus ersehen wir, dasz 

( 5 ) 2 r- dt' + dt dr + r dr' — 0 

die Gleichune der Minimallinien auf unserer Kreisflache ist. 

Ist 

( 6 ) <f(t, r) = const. 

die Gleichung einer Kurvenschar einer Kreisflache (M), dann werden 
deren orthogonale Trajektorien bekanntlich dargestellt durch 

( 7 ) {(*,»,) j* -m) %]*+ -(«,»,) \ r - t |* = 0 

Oder wird aus (1) 

(8 > {*'-£---& *+{•£—* 

(L) Wir betrachten eine Kreisflache (M), deren Bogenelement 
mit 

( 1 ) ds~ = 2 r df + 2tdtdf + dr 2 
gegeben ( 5 ist. 

Wenn (M) zugleich (S) ist, so folgt daraus 
( 2 ) 2 r = t 2 , 

wo (S) in des Verfassers friiherer Arbeit w steht, so erhalten wir den 
Satz 1 : Die Gleichung der Minimallinien ist 
f df + 2 1 dt dr + dr- = 0 , 

1) MATUMURA, S. : Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXX) , Mem. 
. of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XXI, S. 328. 

< 2 > " MATUMURA, S. : Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXXII) Mem. 
of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XXVI, S. 132. 
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Oder 


t dt + dr = 0 . 

Satz 2: Ein Kurvennetz 

A (/, r) df + 2 B ( t , r) dt dr + C (f, r) dr- = 0 

auf unserer Kreisflache ist dann und nur dann ein Orthogonalsystem, 
wenn 

t ! C - 2f B + A = 0 


gilt. 

Sazt 3 : Definiert die Differentialgleichung 
dr/dt = ^ ( t , r) 

auf unserer Kreisflache keine Schar der Minimalkurven, so lautet die 
Differentialgleichung der Kurven, die auf die durch diese Gleichung 
definierten einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind: 


dz_ = _ t- + a 
dt t + 


u. s. w. . 


(Mi Unter „aquidistanten li Kurven (A) auf einer Kreisflache 
versteht man nach Voss ein solches System von Kurven /= const. , 
~= const. , fur das 

( 1 ) ds 1 = df + 2 (0A) dt d~ + dr- 

wird fl, ( wo ds das Linienelement von (A) bedeutet. 

Sind (A) zugleich eine Kurvenschar auf (M) in des Verfassers 
Arbeit Ci) , so erhalten wir 

(2) l:2r = (O,0 x ):t 

Oder 

(3) (0,6 x ) = tl 2r, 


(1 )■' MATUMORA, S.: Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XX), Mem. 
of the Faculty of Science and Agriculture, Taihoku Imp. Univ., Vol. XVIII- S. 
251. . 

(2' MATUMURA, S. : Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXX), Mem. 
of the Fac. of Sci. and Agri. Taihoku Imp. Univ., Vol. XXI, S. 328. 
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und so ist die Gleichung der Minimallinien auf unserer Flache 
( 4 ) dP + t/r dt dr + dr'- = 0 

Oder 

( 5 ) r dt l + tdtdr + r dr 2 = 0. 

Aus (5) ersehen wir, dasz die folgenden Satze erfolgen. 

Satz 1 : Ein Kurvennetz 

A ( t , r ) df + 2 B (/, r) dt dr + C (/, r) dr 2 = 0 
auf unserer Flache ist dam und nur dam ein Orthogonalsystem, wenn 
rC — /B + r A = 0 


ist. 

Satz 2: Definiert die Differentialgleichung 
dr/dt - * (t, r) 

auf unserer Flache keine Schar der Minimalkurven, so lautet die Dij 
ferentialgleichung der Kurven, die zu den durch diese Gleichung de- 
finierten einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind: 


dr _ 2r + tj_ 
dt t •¥ IrX 


u. s. w. . 


(N) Wir betrachten die besondere Klasse (B) von A-Flache, deren 
Linienelement ds 

(1) ds 2 = dw + (V' 2 + V 2 ) dtf 

sind, wo V die Funktion von v allein c0 ist. 

Sind (B) die Kreisflache (T), so kdnnen wir setzen 

(2) (Oft,) = T'* + T* , (0A) = 0, ( W = 1 , 

wo T nur die Funktion von t allein ist. 

Aus (2) kOnnen wir wissen, dasz die Gleichung der Minimallinien 
auf nnserer Kreisflache (T) mit 


a) EISBNHAXT, a. a. O., S. 168. 
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(3) (T* + T 2 ) dt + dr 2 = 0 

gegeben ist, wo 

t = const. , ■ = const, 

zueinander senkrecht sein. 

Weiter betrachten wir die besondere A-Flache (V), deren Bogen- 
element 0) 

( 4 ) ds =du 2 + cr e- cv (1 + c) dir 
ist. 

Ist (V) die Kreisflache (K), so ktinnen wir setzen 

( 5 ) (0,0.) = tf- e*' (1 + c ) , (9fi x ) = 0 , (»,»,) = 1 ; 

daran erkennen wir, dasz die Gleichung der Minimallinien auf (K) mit 
(6) <re*‘(l + c)dt' + dr’- = 0 

gegeben ist, wo a und c die Konstanten bedeuten. 

Aus (6) wissen wir, dasz die Parameterlinien auf (K) dann und 
nur dann ein Kurvennetz ohne Umwege bilden, wenn 

( 7 ) exp. ct — 0 

geniigen. 

( O ) Wis betrachten 

(1) ds ! = fdf+ Itdtd- + d-' 

wieder (J) . 

Setzen wir (1) in die Form 

(2) ds l = \dT + dT d- + d- \ 

wo 

( 3 ) T « f 

gesetzt ist, so ist die Gleichung der Minimallinien auf unserer Kreis- 
flache 

U' EISBNBART, a. a. O., S. 169. 

(2) MATUMURA, S : Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXXII) , Mem. 
of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XXVI, 1939, S. 132. 
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(4) dT + 4dTdz + + 4dr 2 = 0 

wo T das neue Parameter ist. 

Weiter kdnnen wir untersuchen wie iiblich. 

(P) Wir betrachten 

in des Verfassers Arbeit wieder' 0 . 

Wenn (1) zugleich „aquidistante“ Kurven sind, so folgt aus (1; 
und <,J aus 

( 2 ) ds* = dt + 2 (9 A) dt dr + dr' 

Oder 

< 4 1 (., A) m) ( ( „ D J' - 0 , (W <m, » ( ( 9 ^y - 0 

Oder 

(5) (0A) = O, 

wenn 

D = D"=f=0\ 

(Q) Wir betrachten das Radialnetz auf der Kreisflache. 

Wir setzen 

( 1 ) ds'= r- df + 2 (9 A) dt dr + dr : , 

wo ds das Bogenelement bedeutet (3) . 

Wenn (1) beziiglich dt und dr vertauschbar ist, so muss 

(2) r = l 

(1) MATUMURA, S.: Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XX , Mem 
of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XVIII, S. 250 

(2) MATUMURA, a. a. O., 251. 

(3) MATUMURA, S.: Beirage zur Geo. der Kreise und Kugeln v XXVI;, Mem. of 
the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XXI, S. 113. 
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sein, woraus sich ergibt 

(3) d? = df + 2(0,e,)dtdr + dr\ 

Das sind nicht anders als „dquidistante“ Kurven' 1 ' auf unseser 
Kreisflache. 

(R) Wir betrachten eine Flache (F) in R s , so ist das Bogen- 
element ds, 

( 1 ) <fs* = E dt + 2 F dt dr + G dr* 

wo E, F und G die ersten FundamentalgrOszen bedeuten. 

Ist (F) zugleich eine Kreisflache, so erfolgt 

(2) XE = (0A), A F -(*,«,), AG = (MO, 
wo 

(3) (8,0,) , (8,0,), (8,8,) = 1 

in des Verfassers Arbeit' 55 stehen, und t und r die Parameter bedeuten. 
Ist 


(4) G = 1 
so folgt daraus 

(5) A-l; 
daraus ergeben sich 

(6) E = (8,8 ,) , F = (0A), G = 1 . 

(S) Die uberstrichenen Buchstaben beziehen sich auf die Ele- 
mente der Parallelflache einer gegebenen Kreisflache im Abstand H/2 ; 
es gibt (1) 

M) = 4(l - 4 £)m) , (W -|(l- 

1 1) MATUMURA, S.: Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln XX , Mem. of the 
Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XVIII, S. 251. 

(2) Vgl. NAKAJIMA, S. : Kugelgeo. von M6BITJS, Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., 
Taihoku Imp. Univ., Vol. 2, S. 36. 
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wo H und K in Scheffers Buch ( °, und (0,9,), (Qfix), (MO, (M<), 
und femer ^ und 7 in des Verfassers Arbeit stehen®’. 

An (1) erkennen wir, dasz 

( 2 ) (TO : (TO : (M,) = (TO : (TO : (MO 
gilt, wo 

( 3 ) (MO = (MO 

gultigt ist, so folgt aus (2) 

( 4 ) (TO « (TO , (TO) = (TO • 

Wenn f und r miteinander vertauschbar sind, so erhalten wir 

( 5 ) (TO = (TO = i • 

(T) Wenn in unserer Kreisflache 
(l i o = e(t,r), 

( 2 ) t = const. 

und 

( 3 ) " = const. 

die Kongruenz von Guichard bilden, so erfolgt' 1 ' 5 


(4) 


TV(Mt) e r vWQ g = 

✓(TO ' V {Oxtx 


wo T bzw. T nur die Funktion von t bzw. r allein ist. 

Da gilt w 

( 5 ) 0(t,T) = p.(r) s « (t) + VrMpJs)T‘\t) .]«). 


(1) SCHEFFERS, G. : Einfiihrung in die Theorie der Flachen, Berlin und Leipzig, 
1922, S. 302. 

(2) NAKAJIMA, S. : Kugelgeometrie von M6BIUS, Mem. of the Fac. of Sei. and Agri., 
Taihoku Imp. Univ., Vol. 2, S. 36. 

(3) MATUMURA, S.: On a .Pair of Surfaces Mutually Related, (V), Mem. of the 
Fac. of Sci, and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XVIII, 1936, S. 108. 

(4) Vgi. MATUMURA, 5.: .On a Pair of Surfaces Mutually Related, (IIP, (IV), Mem. 
of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XVIII, 1936, S. 10. 
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gilt <0 


f n\ 3 s 0 

<6) •w" - ‘’ ttr, -sr-* tt,) Tr 


so haben wir 


wo ( 


ist. 


,<*) 


( 8 ) V 


Ht,r) 


(D- - NAKAJIMA, S. : Differentialgeometrie der Kreisscharen, (VI' t VII), VIII , Tohoku 
Math. Journ., Vol. 32, 1930, S. 196. 

(2) STETSON, J. M. : Conjugate systems of curves on a surface both of whose Laplace 
transforms are lines of curvature. Annals of Mathematics, Vol. 19, 1917-1918, 
S. 108. 




BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER KREISE 
UND KUGELN (XXXVI) 

Sozi Matumura 

Accepted for publication, November 27, 1939. 


Im folgenden mtjchten wir einige Bemerkungen fiber die Theorie 
der Kreise und Kugeln machen. 


(A) Zunachst betrachten wir die Kreisflachen (I) 

( 1 ) b («, «) = p.(v) s •(«) V pJv)~p l {vjT a ''(u) ■ i) (u) 


wo >> t (v ) p<(v) T B, (w) = cos J f (u, v ) ist. 

Hier sind u und v Parameter. 

Aus (1) ergeben sich 

( 2 ) b„ = />„( v) t' ~ sin <f ■ ty/tu • + cos <f ■ y' 

( 3 ) b, = pL f — sin <f • dif/Zv .y; + cos <f • tj' , 

u. s. w. ; 

hieraus kann man alle Formeln'* 5 in der elementaren Differential- 
geometrie (1) berechnen, z. B. 


E = b; , F = b„ b, , G = b;, 


b u x b^ 
,/EG - _ F- ’ 


[Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Japan, Vol. XXVI 
No. 7, December, 1939.] 

'1 NAKAJIMA v MATUMURA, eingeborener NAKAJIMA , S.- Differentialgeometrie 
der Kreisscharen, VI , VII , (VIIF, Tohoku Math. Journ. Vol. 32 il930), S. 
196. 

[2 BLASCHKE, W. • Vorlesungen uber Differentialgeometrie I, Dritte Auflage, S. 86, 
S. 87. S. 89. S. 93. 

(3 SCHEFFERS, G. : Einfuhrung in die Theorie der Flachen, Berlin und Leipzig, 
1922, S. 555. 
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(4) 


T X A — (&«« b„ b„) 

Lt — U K J ~= I 

/EG — F* 

M = — b„ £, = - b„ e„ = (b '"' b “ b|) - , 

/EG - F 2 

N = — b, c, = -^’4^- , 

/EG - P 

b«« b„ = 7j Eu , b„„ b„ — ij E„ , 

b«tf b, — u G, , b„„ b ( ^ G„ , 

buu b„ = F„ — jE,, b,„ b„ = F, — 3 G„ , 


s. u. w. 


(B) Im folgenden mOchten wir zwei Kreisflachen betrachten, 
fur welche das Strahlensystem, welches von den gemeinschaftlichen 
Tangenten dieser zwei Kreisflachen gebildet wird, ein Normalensystem 
ist. 

Es seien die zwei Kreisflachen b(t, r) und b(t, r), so entstehen 05 


und 

(1) 

k b /T + & b, + b^ = 0 

wo 

(2) 

A b <T + a b* + b x = 0 

gilt 35 . 

(3) 

b (t, r) = Pa ( r) l°(t) -i //>.(r) p,(T) T°>(t) 7} (t) 


Nach Darboux 35 kann man erkennen : wenn man eine Ltisung 0 
von 


(4) 


„ 30 _ 1 30 _ / 8_(»/*_) d(l /J)x 

dt 3r k df 1 2r \ d t 3r / 


finden kann, so man ohne Schwierigkeit nur durch einfach Integra- 


fl) NAKAJIMA, S.: Zwei Flachen, welche erne Beziehung haben, Tdhoku Math. 
Journ., Vol. 30 (1928), S. 143. 

'2) NAKAJIMA, S.: Diffetentialgeometrie der Kreisscharen, (VI), (VII), (VIII) 
Tdhoku Math. Journ., Vol. 32 (1930), S. 196. 

'3) Lecons, Vol. 2, S. 225. 
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tion eine Konkruenz finden, welche konjugiert zum parametrischen 
System 1st- 

Weiter kann man studieren wie in des Verfassers Arbeit 05 . 

Nach Stetsons Arbeit” 5 kann man wissen, dasz, wenn 


( 5 ) MM, = MM-, 
besteht, so 

( 6 ) , 
tf a 2 


u. s. w. , 


folgt, wobei (tifit) und (A,#*) in des Verfassers Arbeit 05 stehen. 

(C) Wir behandeln nun 
( 1 ) b («, v) — f>a(v)°i a {u) + cos <f ( U , V ) r t ( U ) . 
wo u und v Parameter sind. Aus (1) folgen 

( 2 ) b„ = 3b /3 m = fijv) • i a '— sin f • 3^/3# • r t + cos <f ■ r/ 

( 3 ) b, = 3b/3v = p\v) ■ i a — sin <f ■ ty!<>v ■ r, + cos <p ■ r / , 

woraus man ersieht, dasz die Gleichung der Beriihrungsebene” 5 
(4) (b - b) [b„b t ] = 0 
ist oder 

((b — b) [ f > J , v) ■ X*'- sin <f • 3f/3|t • r , + COS <f ■ r / , 

(5 ) 

( p'(v) • — sin <f • diflVv ■ tj + cos • rj'] = 0 . 


Damit das Netz («, v) aus zwei Scharen von Minimalkurven 
bestehe, ist also notwendig und hinreichend, dasz zugleich 


( 6 ) E = 0 und G = 0 

(1) MATUMURA, S. : Uber zwei Flachen, welche eine Beziehung haben VI, Tohoku 
Math. Journ., Vol. *16 ^1933 , S. 237. 

2) STETSON, J. M. : Conjugate system of curves on a surface both of whose 
, LAPLACE transforms are lines of curvature, Annals of Mathematics. Vol. 19 
(1917-1918), S. 125. 

(3) NAKAJIMA, S. : Kugelgeo. von MOBIIJS, Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., 
Taihoku Imp. Univ., Vol. 2, S. 36. 

'4' Vgl. ROTHE, R. : Differentialgeometrie I, Berlin, 1937, S. 110. 
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( 7 ) b; = (p a (v) • £'— sin <p • tyfiu • fj + cos <p • iff = 0 


( 8 ) b; = • £ — sin <p • tyfiv • y + cos <p . y'f = 0 


(9) F = 0 

Oder 

(b K b, = (p a £' — sin f • 7 + cos ?> jy' , 

(10) j 

( />' j* — sin <p ■ ty/?>v • i} + cos f ?') = 0 , 

so schneiden sich die Netzlinien senkrecht, u. s. w. . 

(D) Dafur, dasz die Parameterlinien ein konjugiertes Netz bilden, 
haben wir 

(1) (b„„ b« b,) = 0 


'(ttr- 


d<p d<p . d*<r . d<p , 

■ cos <p • -l- 7) - Sin r 7 , 

. <% ov cuov ov 

p a £' - sin <p Z V- y) + cos <pr t \ 

Ou 

p’£ - sin? + ays<prj /S j = 0, 


da aus 


( 3 ) b («, v) = />.(») j‘(«) + cos f> («, v) i) («) 
(4 ) »„ = A r - cos? A - 


Die Bedingung (2 ) wird sicher erfiillt, wenn 
( 5 ) b MC = 0 
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ist, wenn b also die Gestalt 

( 6 ) b = \) (u) + i (v) 
hat, d. h. Translationsflache ist. 


(E) Gilt 


(1 ) 

b,„ = l/v ■ b„ 

in 

(2) 

so folgt 0 ’ 

b (u, v ) = p„{v) f(u) + cos <p (w, v ) t) (k) , 

(3) 

b = vU + V, 

wobei U Funktionen eines Parameters u und V Funktionen 

Parameters v 

sind. 

Hier sind giiltig 

(4) 

^ __ 3 * b ^ __ db 

d u iv 9 ‘ du 


wo u unfl v die Parameter bedeuten. 

Weiter gilt 

( 5 ) b = (U + V} : (U + V) , 
wenn sich 

( 6 ) b tt „ + b„ + b„ = 0 

ergibt c,) , wo U Funktionen von u und V Funktionen von v allein sind. 
Gilt 


( 7 ) 4* a b„ — 0 , 

wo a Konstante ist, so folgt 

( 8 ) (0 A) + 2 a (0A) + a 2 (0A) - 0 , 


(1) Vgl. NAKAJIMA, S. : liber zwei Flachen, welche eine Beziehung haben, IV), 
Tohoku Math. Journ., Vol. 35 (1932) , S. 336. 

(2) MATUMURA. S. : On a Pair of Surfaces Mutually Related, Tohoku Math. Journ., 
Vol. 39, 1934, S. 20. 
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wobei (0„0„), ( s ,fio) und (#A) in des Verfassers Arbeit 05 stehen. 

(F) Liegt eine Darstellung 

( 1 ) b (u, v) = [> t ( v ) jc“ (w) + cos <P ( u , v) y ( u ) 

einer Kreisflache mittels zweier Parameter u und v vor, so ergibt sich 
aus ihr die allgemeinste Parameterdarstellung derselben Kreisflache 
dadurch, dasz u und v gleich zwei voneinander unabhangigen Funk- 
tionen 

(2) u = l(u,v), v = ft(u, v) 

zweier neuer Parameter u und v gesetzt und diese Funktionen statt 
u und v in die gegebenen Gleichungen eingefuhrt werden. 

Liegt dagegen die Kreisflache in der Parameterdarstellung vor: 

( 3 ) b («, v) — pa {v) }.;“(«) + cos <p ( u , v) r t ( u ) , 

so sind u und v die BestimmungsstQcke. 

Geben wir u einen bestimmten Wert u„ , wahrend wir v veran- 
derlich lassen, so erseben sich diejenigen Punkte b (u,v) der Kreis- 
flache, fur die 

( 4 ) b (M 0 , ll) = Pa ( v) f (tt„) + COS <f (u 0 , v) 7] (u„) 

ist. Hierin tritt rechts nur eine Veranderliche v auf. 

Es liegt also eine Kurve vor und zwar dargestellt mittels des 
Parameters v. 

Diese Kurve liegt auf der Kreisflache und ist durch die Angabe 
des Wertes w 0 , den wir u beilegten, vOllig bestimmt. 

Sie heiszt daher die Parameterlinie «„ der Kreisflache. Geben 
wir zweitens dem Parameter v einen bestimmten Wert v„, wahrend 
« beliebig veranderlich sein soil, so betrachten wir diejenigen Punkte 
b (u,v) der Kreisflache, die auf der Kurve 05 

(1 NAKAJIMA, S.: Kuge!geometrie von MdBlUS, Mem. of the Fac. of Sci. and 
Agri., Taihoku Imp. Univ, Vol. 2, S. 36. 

(2 NAKAJIMA, S.: Differentialgeometrie der Kreisscharen, X, XI, XII, T6hoku 
Math. Journ., Vol. 34, 1931, S. 196. 
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( 5 ) b (u, v„) = p t (v 0 ) f ( u ) + cos <p ( u , v o) )? (m) 
mit dem Parameter u liegen. 

Diese Kurve auf der Kreisflache heiszt die Parameterlinie (v 0 ) der 
Kreisflache. 

Wollen wir einen Punkt auf der Kreisflache bestimmt wahlen, so 
haben wir u und v bestimmte Werte u 0 , v„ zu erteilen. 

Der zugehdrige Punkt : 

( 6 I b (M„, V„) = , 0 a (v 0 ) J® (w„) + COS <? (Mo, v„) Tj (u 0 ) 

ist der Schnittpunkt der beiden Parameterlinien («„) und (v,). 

Auf einer Kreisflache mit den Parametem u und v wird jede 
Kurve durch eine Gleichung 

( 7 ) — (u, v) — 0 

zwischen u und v definiert. 

Die Kurve gehort der Kreisflache ( 1 1 dann und nur dann an, 
wenn es zu jedem Werte t ein Wertepaar u, v derart gibt, dasz 

( 8 ) b = a (t) 

wird, d. h. 

i 9 b --= b(/(fi, ,«(?)). 

Eine einfach unendliche Schar von Kurven auf der Kreisflache 
( 1 ) wird durch eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen u und v definiert: 

(10 1 U (u, v) dv — V (u, v) du = 0 . 

Sehr oft gelangt man in der Theorie der Kreisflachenkurven zu 
den Gleichungen, die in du und dv homogen und quadratisch sind: 

( 11 ) A (u, v) du 1 + 2 B (m, v ) du dv + C ( u , v) dv : = 0 . 

(G) Wir betrachten die Kreisflache, deren Gleichung 

f 1 ) b (W, v) = Pa (v) (tt) + COS <f ( u , V ) r] (u) 

\V Vfel. BLASCHKE, W. : Vorlesungen uber Differ entialgeometrie, Bd. I, Berlin, 1930, 
S. 16. 
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ist; es ist gultig 

o 

( 2 ) b(v) = p a ( v ) i ( v ) + cos f> (») • 7 (») 
langs einer Kurve 

( 3 ) ««=/(*) 

auf (1), wo 

( 4 ) b (/(t>), v) = /?„ (») s (/(»)) + cos f (/ (t>), ») if (/(»)) ' 

mit 

O 

(5) b 0) = p a (v) % (v) + cos (v) • y (v) 

gesetzt ist, und wo u, v Parameter bedeuten. 

Ist t} ein beliebiger Punkt von b (v). so wird die Gleichung der 
Schmiegebene der Kurve b (u) im Punkte b mit 

(6) (b — b , b' , i>") = 0 

o 

gegeben, wo (6) mit p» , j , f und bezeichbar ist (I) . 

Weiter kann man die Gleichung der Kriimmung, u. s. w. be- 
rechnen. 

(H) Im folgenden behandeln wir die Kreisflache 
( 1 ) b(u,v) = p a (V) I* (U) + COS (U, V) r t ( U ) . 

Nehmen wir einen nicht auf einer Kugel rj gelegenen Flachen- 
punkt b, so ist 

(2) h = 2(b^)7-b 

ein zu b in Bezug auf die Kugel t] inverser Punkt. 

Aus (2) folgt 

b = 2 {Pa{v) x‘(«) + cos <P (u, v) t) (u), yj) r, 

- ip>(v) S •(«) + cos <P («, v) T t («)} 

( 3 ) < =2 {pa(v) 5*(«) fj (u) + cos <P («, v)) r) 

I - {p.(v) £*(«) + cos <P (u, V) r, («)} 

= i °.(»)X‘(«) + cas<p{u,v)rj = b, 
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woraus sich 

(4) i? = b , 

ergibt, so erhalten wir den folgenden 

Satz : Bei Inversion in bezug auj die Kugel 7 ist b invariant. 
Wir betrachten nun 

(5) ^ = 2 (77 b) b — 57 ; 

es folgt 

t) = 2 (7, P' JC* + cos <p • 7) { p « I a + cos <p • 7) - 7 
= 2 {p a S‘ 7 + cos <f) {p a i a + cos <p • 7} - 7 

(6) ' - 2 jO«7 {e*} ! + 2cos? • />« e‘ + 2 />« E°cosy 

+ 2 cos ' <p • 7 — 7 

, =2 pi t {£“}•’ + 4 cos V • p t e” + cos 2 y • 7 

Ist £ eine Kugel und b ein nicht auf ihm gelegener Flachepunkt, 
so ist 

(7) 1) = 2 (b £) £ — b 

ein zu b in bezug auf die Kugel £ inverser Flachenpunkt. 

Aus ( 7 ) folgt 

! h = 2 {p„ ?* + cos y • 7, £) £ - {pa t + cos <f ■ 7} 

= ((2 p » e", £) £ - p . s°} + cos y {(2 7, £) £ - 7} 

= (Inversion von p, e“) - 1 - cos y (Inversion von 7) . 

( I ) Wir betrachten zwei Kreisflachen 
( 1 ) (k) : b ( u , v) = />,(t>) e” («) + cos y (u, v) 7 («) 

und 

o_ 

( 2 ) (*) : b («, v) = /j a (t>) e® («) + cos y («, t>) 7 («) ; 

es gilt 

[p. (t>) S“ («) + cos <p («, i>) 7 (#) 

(3)s _ __ 

l = Pa (V) E* («) + COS (U, V) 7 (W) 

fur die Schnittpunkte von (k) und (k). 
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Gelten 

_ _ e °- 

( 4 ) P„ (v) = P . (v), ip («, V) = <p (u, v ), f 
in (3), so folgt 

( 5 ) cos <p \rj ( u ) — fj (m)] = 0 

Oder 

( 6 ) r, (w) = ^ («) . 

( J ) Wir behandeln lm folgenden eine Formel der Krummungs- 
linien (l; 

(| bb„ b„ b„„ b,„ | du* + | bb„ b, b„„ b„, | du dv 

( 1 ) ] 

( + , bb„ b, b„, b„ | dv 1 = 0 , 

WO 

( 2 ) b («, v) — p<t { v ) (u) + cos <? (u, v) r, («) ; 

es folgt 

( 3 ) A : 2 B : C = | bb„ b,b„„b„, | : | bb„b, bb„„b ro | : | bb„b,b„ t ,b lt |, 

wenn 

( 4 .) A du 8 + 2 B du dv + C di? = 0 

eine Formel der Kriimmungslinien ist. 

Wenn 

( 5 ) i bb„ b„ b„„ b,„ i = 0 

ist, so folgt aus (4 ) 

( 6 ) dv = 0 

oder 

(7) 2BdK + Cdt> = 0. 

Weiter ist gultig 

1] NAKAJIMA, S. : Different! algeometrie der Kreisscharen (VII), Tohoku Math. 
Joum., Vol. 32, 1930, S. 207. 
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( 8 ) du - 0 

oder 

(9) A dw + 2 B dv = 0 , 

wenn 

(10) |bb„ b„b„, b., | = 0. 

Das Kurvennetz (1) auf einer Kreisflache (2) ist dann und nur 
dann ein Orthogonalsystem, wenn 

I bb„ b, b,„ b„ I - 2 (6, 0, ) I bb„ b, b„„ b n , 

(11) 

( + (*,*,) 'bb.b.b..*., , =0 

giiltig ist. 

Nach der Theorie der quadratischen Gleichung laszt sich eine 
derartige Gleichung zerspalten in 

'[|bb„ b, b,„b,„ I du + i ( , bb„ b. b„„b„ 1 

+ l / \ bb„b,b,„b„ -- 4 , bb,b,b„b„ !|bb„b,b,„b„|)di/]x 

( 12 ) 

[ bb„ b, b, b,„ du + 1 ( bb b, b,„ b,, , 

- 1 / |bb„b,b„„b„ lJ -4 bb„b,b„,b ,'lbb.bA.b.. |)rf» = o, 
so dasz sie in zwei Differentialgleichungen von der Form 
(lo U [u, v) dv — V (u, v) du = 0 , 
namlich in 

( | bb„ b, b„„ b„, , du + l ( i bb„ b, b„„ b„ 

(14) j 

( -fc l /| bb„b,b„„b,, --4 | bb„b,b„„b„, |j bb„b,b„,b„ \)dv = 0 
zerfallt, die allerdings nur im Falle 

( 15 ) I bb„ b, b„„ b„ I s - 4 1 bb„ b, b„„ b„, ! I bb„ b. K b„ 1-1= o 

voneinander verschieden sind. 

Jede definiert eine einfach unendliche Kurvenschar auf der Flache, 
und wenn 

(16) | bb„ b, b„„ b„, | , | bb„ b, b„„ b„ I, | bb„ b, b.„ b,„ | 
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wie wir immer annehmen, einwertige analytische Funktionen sind, 
geht durch jeden Flachenpunkt («, v) nur eine Kurve jeder Schar. 

Damnach definiert eine Gleichung von der Form (1) ein Kurven- 
netz auf der Flache, sobald 

(17) | bb„ b„ b„„ b„, I s - 4 | bb„ b„ b„„ b„„ | | bb„ b„ b ut , b,.„ | =4= 0 

ist. 

Wenn dagegen 

( 18 ) I bb„ b„ b„„ b„. I* - 4 | bb„ b. b„„ b„ | | bb„ b, b,„ b„ | = 0 

ist, also die linke Seite von (1) ein vollstandiges Quadrat in du und 
dv vorstellt, so fallen beide Kurvenscharen in ein und dieselbe zusam- 
men. 

Wenn 

(19) |bb„b„bb„„b,„| =o 

und 

(20) | bb„ b,. b„„ b„„ | = 0 

gelten, so folgt aus (1) 

(21) dudv = 0; 
hieraus ergibt sich 

(22) u = const. 

Oder 

(23) v = const. 

Wenn 

(24 ) | bb„ b„ b uu b„„ | = | bb„ b„ b, w b ro | 

und 

(25) |bb„b # b„ u b TO I = 0 
gultig sind, so folgt aus (1) 


(26) u ± v = const. 
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Nun fiihren wir eine Kreisflache b ein, wo 

(27) b («, V ) = Pa ( V ) J* («) — cos y (w, v) -q (u) 
ist, dann folgt aus (2) und (27) 

( 28) = pat , —- 16 = cos <p ■ q . 

b„ = — b cos v j 1 — b sin v s 11 — sin v jc 1 + cos v q , 

dv 

' b, = — b sin v j 1 + b cos v j n + cos v t + sin v jc 11 

- d -\/~ r !dt • q — •)/'" q — b sin v j 1 + b cos v y. n 
= (Aj cos v + A. sin v — y/ " • bwlq — b sin v) j 1 
1 + B, cos v + B 2 sin v + y/~ • bs/p + b cos v) j n 

+ (C, cos v + C s sin v + •/"" • s/p — b sin v) j 1 
+ (D, cos H D 2 sin v + y/~" • ui/q + b cos r} jc 11 
, + ( s cos v 4- w sin v — d y/ " / du) q , u. s. w. 05 . 

( X ) Gilt 

( 1 ) b„, - 3 lo ® sin 10 b„ - 3 J°k cos a b, = o , 

dv °u 

so wollen wir b nach Eisenhart A-Kreisflache nennen c * 5 , woraus folgt : 
(jc = b X + A (b, X) , >> = b Y + A (b, Y) , 

(2) 

(z = b z + a (b, Z) . 

Man vergleiche x, y, z, A und <j>, X, Y, Z mit Eisenharts Arbeit 05 . 
Weiter kann man untersuchen wie in Eisenharts Arbeit 05 . 

(L) Damit unsere Kreisflache b einer Kugel £ gleich ist, musz 

1 N AKA J IMA, S. : Differentialgeometrie der Kreisscharen, VI), (VII , (VIII , 
Tohoku Math. Journ., Vol. 32, 1930, S. 205. 
v2 EISENHART, L. P. : Surfaces with the Same Spherical Representation of their 
Lines of Curvature as Pseudospherical Surfaces, American Journ. of Math., Vol. 
XXVII, 1905, S. 113. 

(3 , EISENHART, a. a. O., S. 117. 

4) 1. c. '3 . 
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(1) 0 = (*>£)== j°. (* S‘) + cos f-(£ 7) 

gelten. 

( 1 ) ist unsere Bedingung. 

(M) Wir knupfen an die (A) die gegebene Kreisflachendefini- 
tion an und stellen uns die Aufgabe, die Lange einer auf der Kreis- 
flache 

( 1 ) b = b (u\ « s ) 

gelegenen stetig differenzierbaren Kurve 
( 2 ) « l = w 1 (f) , u 2 = w 1 (t) 
zu ermitteln. Wir finden dafur 

( 3 ) s = ^y^dt. 

Es ist aber 

( 4 ) b = bj u 1 + b 2 ur 

und 

( 5 ) b 2 = bf u 1 u' + 2 bj b 2 u 1 u 2 + b? w s w' . 

Wir kurzen, wie iiblich, ab : 

( 6 ) = > £12 ~ ^1 ^2 » is21 = ^2 > 8 & “ 

und konnen kurz schreiben : 

( 7 ) b 2 = S^w 1 ^. 

Die quadratische Differentialform ( 7 ) heiszt die erste Fundamental- 
form. Die g lk sind dabei stetige Funktion der u\ ur. Vielfach sind 
auch andere Bezeichnung in Gebrauch, namentlich in der alteren 
Literatur 

( 8 ) gu = E , gi 2 = F , g %2 = G . 

Dann kann man den folgenden Satz beweisen. 

Satz : b und b seien zwei konvexe Kreisflachen , deren Punte ein- 
eindeutig durch parallele und gleichgerichtete Kreisflachennormalen 
einander zugeordnet sein. Fur jede Wahl von gemeinsamen Kreisflachen - 
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parametern u 1 unn tf seien die ersten Fundamentalgroszen in zuge- 
ordneten Punkten einander gleich : 

(9) E = E , F = F, G = G, 

dann sind die beiden Kreisflachen bis auf eine Translation miteinander 
identisch 0) . 

Weiter kann man die Tangentialebene, die Hauptnormalenflache 
und die Binormalenflache, u. s. w. befinden. 

Wir untersuchen eine Transformation 

(10) b (m, v ) — b ( u , v) 4- a &«. ; 
wir erhalten den folgenden 1 2 3 4 05 

Satz : Sind b und b Kugeln, so gilt 
log G = const. $ E du + V . 

Weiter kann man untersuchen wie in des Verfassers Arbeit 05 . 
(N) Wir betrachten 


( 1 ) 

X = (c - • 

{i + (??;> , 

(2 ) 

+ 

'■v' 

il 

1 ^5 

{!-(£?», 

(3) 

i = (f + e r A 

•1 / l-2£(f rj) 

(4) 

1. = - e v) 

■ -/1 + 2 S (7 ^) 


wieder 05 , wo r und y die Kugeln in R s bedeuten. 

Da (cij)- = 1 gilt, ist e die Einheit von dualen Zahlen (s : = 0). 


(1) Vgl. NAKAJIMA, S. * liber die ersten Fundamentalgroszen bei Eiflachen, Jap. 
Journ. of Math., Vol. IV, 1927, S. 101. 

(2) MATUMURA, S. : On a Pair of Surfaces Mutually Related, Tohoku Math. Journ., 
Vol. 39, 1934, S. 18. 

(3) a. a. O., S. 19, u. s. w. . 

MATUMURA, S. : On some differentialequation \X) t Journ. of the Society of 
tropical agriculture, Vol VI, 1934, S. 711, S. 712, S. 716, S. 719. 

MATUMURA, S. : On some differentialequation tlXl, Journ. of the Society of 
tropical agriculture, Vol, VI, 1934, S. 655. 

(4) MATUMURA, S. : Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln vXXXII), Mem. of 

the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XXVI, 1939, S. 89. 
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Liegt der Punkt j in (1) auf unserer Kreisflache b («, v), soent- 
steht 

(5) (b J ) = 0 ; 

hieraus folgt 

(6) (p t s* + cos <f • i ] , {$-73} •{! + (£?)}) = 0 


Oder 


wenn 


( 7 ) p a (s“ c) + cos <p (7 f) - p w (s* )j) - cos f = 0 , 


( 8 ) 


1 -*- (£ 7) 4= 0 , 7 = 7- 

Von (2), (3) und (4) gilt das Gleiche. 
(O) Wenn 


( 1 ) 

ist, d. h. co 


b " “ ~Wd7 - 0 


( 2 ) 


+ j— Cj sin t + C s cos ~ — — * cos rj j 1 

+ 1— Dj sin t + Dj cos ~ — - b sin rj j” 

+ 1 — ssin t + tv cos r + 1 9 = 0 , 

( dtdr ) 


bw 

d ■/ 

Q 

dr 

bs 

d 7 " 

P 

dr 

s 

d-\/ " 

P 

dr 

w 

d v /" 


so folgt 


(3) b = U (/) + V (r) ; 

daraus ersieht man, dasz unsere Kreisflache b eine Translation ist. 
Die Bedingung dafur, dasz b die Funktion von t allein ist, ist die 


il' NAKAJIMA, S.: Differentialgeo. der Kreisscharen, (VI', ,VII: , (VIII), Tohoku 
Math. Journ., Vol. 32, 1930, S. 205. 
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( 4 ) b, = 0 


Oder 

f — b cos t j 1 — b sin r j” — sin r £ 

(5) ] . 

( + cos r j n + d ■/ " / dr • if = 0 , 

wo 

(6) cos" * — q sin* r j? 


ist. 

Nach des Verfassers Arbeit 05 kann man wissen, dasz b die Funk- 
tion von ~ allein ist 

( 7 ) b, = 0 

Oder 


( 8 


(9) 


r— b sin r • J 1 + b cos r • j" + cos r J 1 
+ sin r • r n + d i/ " / dt • y + i " y 
1 - b sin r j l + b cos r j n = 0 . 


A, cos r + A 2 sin ~ + 


( i T’ /7 ') I 


dt \ q 

- b sin r + A, C, cos ~ + A, C 2 sin r 

— A, • s/p ■/ " — A, b sin r + A 2 D, cos r !> j T + ... = 0 
+ Aj D 2 sin r — A. • w/p -\/~ + A 2 b cos r J 

bws , bu? , bw d \/ • 


-cos H---sin: + 

q q q 


dt 


ist die Bedingung dafiir, dasz 

(10) b — (Funktion von r) t + (Funktion von r) 
ist. 

Die Bedingung dafur, dasz 

(11) b = (Funktion von t) r 4- (Funktion von t) 
gilt, ist die 


(1. NAKAJIMA, a. a. O., S. 204. 
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( 12 ) 

Gelten 


(13) 


und 


(14) 


(15) 


sin r j 1 


- b cos t j n — cos t i l — sin r j n 

+ <f '/"Idr'-v, = 0 . 


| {A, cos r + Aj sin r + — b sin r 

+ A, C, cos r + A, C, sin r — h x s/p •/ " — A, b sin r 
+ A s Dj cos r + A s Djsinr — A s w/qV " + A,dcosr 

0 


, bws _ . bur • _ , bw d -\/ > 
q q q dt 


+ ... 


sin r • f — b cos t j n — cos r j 1 — sin r g u 
( +d* 1 /"/dr*- = 0 

gleichfalls, so erhalten wir 

! b — (Funktion von t)a + (Funktion von v) 

= (Funktion von «) v + (Funktion von «) 

Oder 


(16) b = const, u v + const, u + const, v + const. . 

Nach des Verfassers Arbeit 05 kann man b,„ .. und b„...„... be- 
rechnen. 

Weiter gilt 

(17) b, = const. 

Oder 

f — b cos t f — b sin r j 11 — sin r j 1 

( 18 ) \ 

( + cos r j u + d V " / dr • ij = 0 

so entsteht 

(19) b = const, t + const. . 


(1) NAKAJIMA, a. a. O., S. 206. 



Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXXVI) 307 


Wenn 

(20) b, = const. 

Oder 

! — b sin t j 1 + b cos r 5 11 + cos r (A, 5 1 + B, j:™ 

+ + D, j n + si) + sin r (AjE 1 + + C i' 

+ D s j u + w rj) + d y~" I dt-rj = const. , 
ist, so haben wir 

(22) b = const, t + const. . 

Gilt 

(23 ) b = pjj) i a (t) + cos <p (t, r) (f) = f{t) + tf (r) , 

so ist 

(24) b„ = 0 ; 

hieraus ergibt sich die Gleichung fur die Krummungslinien 

(25) dtdr = 0 

d. h. 

(26) t = const. 

Oder 

(27) r = const. . 

Gilt 

(28) b„ = 0 , 

so ist die Gleichung der Krummungslinien 

(29) dr* = 0 . 

Ist 

• (30) b„ = 0 , 

so ist die Gleichung der Krummungslinien 
(31) df = Q. 
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(P) Die Gleichung der Minimallinien auf unserer Kreisflache 
b (t, r) ist 

( 1 ) (0,0,) df + 2 (0,0.) dt dr + (0,0,) dr 1 = 0 , 

wobei (0,0,), (0,0,) und (0,0,) in des Verfassers Arbeit 03 stehen. 

Ist 

( 2 ) (0,0,) = 0 

Oder 

( — b cos r (Aj cos r + A, sin r + j/" - bw/q — b sin r) 

(3) 

(—... = 0 , 


so sind 

( 4 ) t = const. 

und 

( 5 ) r = const. 

zueinander orthogonal. 
Wenn 


( 6 ) (0,0,) = 0 

Oder 


( 7 ) - — pq . . - = 0 , 

p cos' r + ^ sin' r 

ist, so sind 

( 8 ) t = const, 
und 

(9) dt + 2(0,0,) dr = 0 
die Minimallinien auf b (/, r) . 


(1) NAKAJIMA, S. : Differentialgeometrie der Kreisscharen (VI), (VII), (VIII), Tfihoku 
Math. Journ., Vol. 32, 1930, S. 211. 
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Weiter ist 

(10) ( 0 , 0 ,) = 0 

Oder 

(11) A, cos t + A,, sin r + " biv/q — ftsin + ... = 0 , 

so sind 

(12) t = const. 

und 

(13) 2 (0,0,) dt + dr = 0 

die Minimallinien auf b (t, . 


( 2 ) 

Im folgenden mdchten wir einige Bemerkungen iiber die Theorie 
der Kreise und Kugeln machen. 

(A) 

( 1 ) fit , t\ t'\ t) = 0 

bezeichnet ein Paar der Raumkurven in R 3 , wo t> S n und y ni Kugeln 
in R, und t ein Parameter ist. 

Nun setzen wir 


( 2 ) (<oX + A 

anstatt jc° in (1) ein, so ergibt sich daraus 

( 3 ) f (coy + ^ co)) , cj)S + 1 (2)1) > cs)£ + ^ (3)1) i 0 = 0 

Oder 


0 =/. + ; (-|3-c 1 )D + ^ T (2)D + 


*/. 


(4) 


¥ 


df 

A* 

1-2 


df> 


Cs)l) + 


M. 

3/ 


(...) + ... , 


so folgt 


(5) 


A = 0, 
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wenn 

( 6 ) ft = 0 

giiltig ist, wo os und ((0 h Kugeln in R s bedeuten. 

Weiter gilt 

(7) P = 0 , 

wenn 

( 8 ) /, = 0 

und 

gelten, wo ^ Parameter ist. Da besteht f in Salmon-Fiedlers Buch (0 . 
Aus (5) folgt 

(10) <J)£ -t- ^ (a)b = <«>£ • 

(B) 

( 1 ) /. (j 1 . S 11 , £ ni ) = Ct , f, (s\ s", n = c 2 , F(c t , c 2 ) = 0 

bezeichnet zwei Paare der Raumkurven in R„ wo j 1 , j” und jc IU Kugeln 
in R 3 , c, nnd c 2 Konstanten bedeuten. 

Aus (1) folgt 

(2) F(/ 1 ,/ s ) = 0, 

die unsere zwei Paare der Raumkurven in Rj bezeichnet. 

(/, (s\ i u , £<" +I) ) = c, , /, (f, S a , S (n+,) ) = c 2 , 

(3) { 

IF (Ct,c.) — 0 

bezeichnet zwei Raumkurvenpaare in R„ , we jf, j”, ... und j C b,i> 
Kugeln in R„ bedeuten ; so folgt 

(4) F (ft, fa) = 0 , 
da c, und c a Konstanten sind. 


(1) KOMMERELL, K.: Salmon-Fiedlers Analytische Geometrie des Raumes, 
Fiinfte Auflage, Berlin und Leipzig, 1922, S. 23. 
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X s [« = 1,11,111], s = a , 

(5) 

(>)“[« = I II, HI] , J) T -a 

und 

(6) r [a = I, II, III] , j^a 

bezeichnen drei Punkte auf einer festen Kugel a in R,. 

(7) %• (t) [a = I, II, HI], X 1 = a 

bezeichnet eine Kurve auf a . 

( 8 ) X* (w, v) [a = I, II, III) , X 1 ^ a 

bezeichnet zwei Scharen der Kurven auf a , wo x\ x" und x m Kugeln 
in R s bedeuten. 

Da u und v Parameter sind. 

(9) Ffx 1 . x") 

bezeichnet ein Paar der Punkte P, , P 2 in R™ , wo ?' und x n Kreise in 
R 2 bedeuten. 

(10) F (x 1 +• o, x 11 + £) 

bezeichnet die benachbarten Punkte P, , P, von P, , P 2 , wo 

p(X , + «,X n + *) = F(x\x n )+('' L + F(X , .X ,, )+ - 

til) | ^ E 

( -Ftf ,*") + (« 3 jI + ^ 0 | i )F(x 1 ,X' 1 ) 

gilt, wenn << und « sehr klein sind. 

Also ist 

(F {X 1 (t) + 8 , X n (t) + 0 = F (x 1 (t), f ( t )) 

112 * r + 

die Bedingung zwischen zwei Kurvenpaaren von P, , P 2 und P t , P 2 , 
wo t den Parameter bedeutet. 
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(C) Im folgenden mdchten wir die Arbeit 05 von Gow, Campbell 
und CoGfflLL untersuchen. 

Wenn unsere Kurve die innen-umdrehbare Kurve eines w-Eckes 
ist, so mussen wir 05 


m 


Oder 


(1) 

p = a + cos <p ■/(?) 

(2) 

(p + p") cos <p = - V : /g, 

(3) 

pco&ft = — V' 2 /g, <p = 

, woraus 

man / (<p) finden kann. 


Damit unsere Kurve ein Kreis ist, musz p in der Form 

( 4 ) p — const. + const, cos <p + const, sin <p 

sein, wo p und <f polare Tangentenkoordinaten bedeuten. 
Aus (3) kann man 

( 5 ) tan 8 = ^ • dp/ds = l tan <? • d<f/ds 

erhalten, wo 8 die Deviation unserer Kurve 05 ist. 

Nach Rothe kann man wissen, dasz° 5 


( 6 ) 

gultig ist. 
Aus 


tan 8 


1 d 8_ - JL = 
3 ds e 



d<p 

ds 


+ 


V J 
ge cos 


(7) 


P( f) = 


V- , 1 

g COS <P 


ersieht man, dasz 


J) GOW, CAMPBELL and COGHILL: A Laborotory Investigation of Ball Milling, 
San Francisco Meeting, October, 1929. 

2) HAYASHI, T. : On the In-revolvable and Circum-revolvable Curves of a Regular 
Polygon, The Science Reports of the Tohoku Imp. Univ., Vol. XV (1926 , S. 263. 

3) MATUMURA, S.: ttber die Deviation ebener Kurven, Tohoku Math. Journ. 39 
(1934), S. 239. 

(4j Vergl. Archiv der Mathematik und Physik III, Reihe XXVIII, Heft 3 4, S. 171. 
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(8) p{<p) + p(<p + jt) = 0 

gilt, wo p den Kriimmungshalbmesser bedeutet. 

Nun setzen wir 

( 9 ) p (f) — a 0 /2 + (a„ cos n <f + b„ sin n <f) , 

n - 1 

in (8) ein, so folgt 

(10) p(<p) = S {«.•*, » cos (2 m + l)f> 4 k wfl sin(2 w + l)f}. 

— 1 

Aus (8) folgt 

(11) />(?>) = - p(<p + “) = p{<p + 2~); 

hieraus ersieht man, dasz p (<p) eine periodische Funktion bedeutet, 
deren Periode 2 " ist. 

Aus der wohlbekannten Formal erhalten wir die Relation 

( 12) \ 

|y = J | sin J — , ds . 

wo x und y die kartesischen Koordinaten in R 2 bedeuten. 

Gilt 

(13) (> {<f) = const, sin <f 

Oder 

(141 p (<f) = const, cos if + const, sin <f 

anstatt (7), so kann man auch (11) beweisen. 

Aus (7) folgt 

(15) p = — V'/g — const. , 

wenn <p klein ist, d. h. unsere Kurve ein Kreis ist. 

Soli der Abstand der beiden Kurven K und K' in (3) ± c gleich 
sein, so ist nun nachzuweisen, dasz 

(16) p' - p= ± c 

ist, wo c konstant ist. Da K und K" die Parallelkurven sind. 
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Aus (16) entsteht 


( 17 ) 


_y 2 _ + _yi_ 

gcos<p g'c OSf 


= ± c. 


(D) Im folgenden mOchten wir eine Verallgemeinerung 
( 1 ) H («, v) = k : cos <p (u, v ) 

in R 3 von Gow-Campbell-Coghills Aufgabe angeben, wo H die Stiitz 
funktion von Eikdrper E in R s , # und v Parameter sind. 

1st E eine A-Flache (1 \ so musz 


_ _ 9 log s in to 3H 3 log cos to 3H _ q 

3m d v 3m 3 m 


sein. 


Aus (1), (2) ergibt sich 


(3) 


9<r . 3 2 c 3 loe sin <o ■ . 3c 

f cos y / - v - + sm <p — \ sin <f cos- <p v 

3m ov 3m ov ov 3m 

3 loc cos to . . d<p A 

— - — sin <p cos 1 ^ = 0 ; 

3m °v 


hieraus ersieht man, dasz (3) von k in (1) unabhangig ist, wo k 
Konstante ist. 

So folgt der 


Satz : Wenn unsere Flache eine A-Flahce ist, so ist <p von k un- 


abhangig. 

Weiter nehmen wir 


( 4 ) H (m, v) = {k : cos <f (m, v)} + {£, : sin <p (m, v )} 

Oder 

( 5 ) H (w, v) = k cos <p (m, v) + k t sin <p (u, v) 

anstatt (1), so kann man auch den obigen Satz beweisen, wo k und 
k\ die Konstanten bedeuten. 


1) ElSENHART, L. P.: Surfaces with the Same Spherical Representation of their 
Lines of Curvature as Pseudospherical Surfaces, American Journ. of Math., Vol. 

XXVII, 1905, S. 113. 
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Es ist klar, dasz, wenn H («, v) = const, ist, so unsere Flache die 
Kugel ist. 

Wenn die Flache 

(6) H (k, t>) = U («) + V (v) 

eine A -Flache ist, so musz 

(7) aU' + bV' = 0 

sein, wo U Funktion von u allein und V Funktion von v allein ist. 
(7) ist die Bedingung dafur, dasz unsere Tanslationsflache (6) eine 
A-Flache ist. 

Wenn wf(u,v) und <*/(«, v) beide A-Flachen sind, somuszauch 
( 8 ) H (u, v) - const. c ,/ (w, v), H (w, v) = const. Cs / («, v) 

und 

( 9 ) H (u, v) ss (1) / (u, v) + const, mffu, v ) 

A-Flache sein. 

Sind ci/, C2 /, H und ^ VFlachen, so musz 

(10) i C3>/i = 0 

sein, wo 

(11) H = co f{u,v) + l{u,v)wf{u,v) 
gilt, denn aus (11) folgt 

! H„, + a H„ + 6H, = (a /«, + o a)/,, 4- b (,/.} 

+ Cs )/ + Cl + b ^,) + {(;)/,„ + a <s )/< + b(«lf} 

4" C 2/1 4- c2)/"« • 

(E) Sind c,)H, C wH, ... und ( , 0 H die Stutzfunktionen vor Eik6r- 
pem ... bzw. Cn) fe in R, , so ist der EikOrper K auch A-Flache, 

wo co* A-Flachen sind und 

- # 

( 1 ) H = 1 /S C • (ci)fl (i>H 4- c ift cs)H 4- ... 4- ( „)fl c„)H} 
gilt, wo cofl die Konstanten bedeuten. 
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Da ist H die Stiitzfunktion von K. 

Dieser Beweis ist klar aus der Differentialgleichung 

( 2 ) — — *— — - *° g S ' n t0 — £logCOSn> _ q 

du 3i> 3 u 

Naturlich kann man die obige Untersuchung iiber Kugeln anstatt 
Eikdrpem anstellen. 

(F) Im folgenden mfichten wir etwas iiber Eikurven in R, an- 
geben. 

Als Bestimmungsstiick der Tangente t im Punkte M einer ebenen 
Kurve kann man nehmen : die Lange OP = p der vom Anfangs- 
punkt O der Koordinaten auf die Tangente gefallten Normalen und den 
Winkel 0, den die Tangente mit der positiven Richtung der Abszisse- 
nachse einschliesst. 

Die Gleichung der als Hiillkurve ihrer Tangenten betrachteten 
Kurve ist dann 

(1) p=p(g). 

Gilt 

(2) p" + ap' 4 b = 0, 

so wollen wir unsere Eikurve B-Kurve nennen, wo a und b die Funk- 
tionen von 0 sind. 

Fur das Bogenelement erhalt man sofort 

(ds = {p + p") de = {(1 - b)p - ap '} dO 

(3) ] 

( = -ap'dO = Ap'd0, 

wenn 

(4) 6 = 1, A = - a 

gelten, so kann man setzen 

(5) s = ASp'dd = Ap, 

wenn 

( 6 ) A = const. 


gultig ist. 
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Weiter gibt es 

(P = l (“ {(1 -b)t?-app'} dd = l f {-app') dV 
( 7 ) < ^ a o *^ a ° 

( = A/4 • {a- — a’o ) ; 

hierbei ist die zwischen den Fahrstrahlen der Beruhrungspunkte M 0 
und M, den Tangenten t a und t» 0 und dem Kurvenbogen M 0 M ent- 
haltene Flache durch den Ausdruck 

(8) P = 1 [p(P + p")d(> 

•>% 

gegeben. 

( 9 ) P — P + const, 
ist die Parallelkurve von 
(10) P — P (8) ■ 

Im allgemeinen gehOrt p=p{0) nicht zu B-Kurve, wenn p=p (0) 
B-Kurve ist. 

Nun werden die aus 


wP — (.tip (&) » 
Ct)P — (SiP (V) , 


\(*iP — OOp (0) 

zusammengesetzten Kurven 


(12) p — 1/So- {co®c siP + aiddiP + ••• + (,,ya („)/>} 


untersucht, wo c x-fl die Konstanten bedeuten. 
Sind 

(\iP — diP {?) , 
diP = diP ( ff ) , 

(*iP = C niP {0) 

B-Kurven, so ist auch p B-Kurve. 
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1st der Kreis B-Kurve, so musz aus (2) 

(14) b = 0 

sein. 

Nun werden wir R-Abstand 05 

(15) r = p:q 
betrachten; es folgt 

nfi) I _ py'j- 2 Mjt +_2 qpqf* + pc['_ 

’ q-p-q 4 

wenn p=p (0), q=q (0) und r—r (0) B-Kurven sind- 
Weiter kann man St)ss’ Formed 5 


(17) 

„ = = J°_(il 

= a-Vp-ap: 

, da P (c) 

(l-b)q-aq' 

berechnen, wenn 


(18) 

b = 1 


ist, so kann 

man die Formeln 


(19) 

2 1 (jc) = Jrds = 


(20) 

S = | ds = ^ p da 


(21) 

«-e— > 

II 

W 

CSJ 

u. s. w. . 


in Sttsss’ Arbeit betrachnen. 
(G) Besteht w 
( 1 ) p" + ap = 0 
in 


(1) SVSS, W.: Zur relativen Differentialgeometrie, I: Japanese Journal of Mathema- 
tics, Vol. IV, 1927, S. 59. 

(2) 1. c. (1). 

t3) Wenn (2) der Kreis als besonderer Fall enthalten wird, so setzen wir diese 
Arbeit hier. 
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(2) P=P(9), 
so wollen wir 

( 3 ) p=fi(t) 

C-Kurve nennen, wobei p=p (&) die Ebene-Kurve bezeichnet. 

Fur C-Kurve kann man untersuchen wie in (I', z. B. wenn 

( 4 ) p" + ap = 0 

und 

( 5 ) q" + aq = 0 
gelten, so folgt 


(6) 


rw P = SP"la 1 de. 

q \p"/a-d0 


hieraus ersieht man, dasz, wenn p=p (0) und (q=q(0) C-Kurve sind, 
so 


(7) r=\{p":a)d0:\{q":a)d0, 
ist, wo r R-Abstand ist. 

Insbesondere ist a eine Konstante; es folgt so aus (7) 

(8) r=\p"d0:U"dd; 
daraus kommen 0) 


(9) 2I(s) = j{ \p"de:U"dO}ds, 

( 10 ) S = J(S p"d0:U''de}ds, 

(11) 2G = §{\p"d0:Sq"dO) i dd u. s. w.. 

(H) Es sei die Ebenenkurve jt (t) vorgelegt und vorausgesetzt, 
dasz. die Tangente von j (t) im Punkte t zur entsprechenden Tangente 
von e(t) parallel ist. 

(1) SOSS, a. a. O , S. 60. 
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Bezeichnet man den Kriimmungsradius der Kurve i(t) mit r(t), 
dann ist der gesuchte Relativschmiegkreis durch 

(1) 5 = S (O-^cW+^-tW 

r(t) r(t ) 

darstellbar, wobei r den Kriimmungsradius der Eichkurve e und a 
einen veranderlichen Parameter bedeutet (1) 2 . 

Betrachten wir Thomsens Arbeit iiber den relativgeometrischen 
Standpunkt, so mussen wir i in (1) anstatt c in Thomsens Formeln c,) 

(2) Soo = - £ + cb + cb, b. = b °=-cc. 


setzen. 

Femer untersuchen wir zwei Relativschmiegkreise £ (t) und ^ (t ) ; 
es gelten 

(3) J = EW- r r^c(()+^cW 
r(t) r(t ) 


(4) b=b(*)~ e (0+-PIe(a), 

R(0 R(t) 

woraus man setzen musz: 


*(<)_ ML e (*)-*(*) + -?&«(*) 

R(f) r(t) 

^^eW + McW, 

r(t) R(t) 

da die Koordinaten des Zentriums der Relativschmiegkreise £ und b 
in den Vektorformen 

(6) s(0-^e(0 

r«) 

(1) Vgl. KUBOTA, T.: Kriimmungstheorie in der relativen Kurventheorie, Tohoku 
Imp. Univ. Sci. Reports, Anniversary Volume Dedicated to Prof. K. HONDA, 
1936, S. 1. 

(2) THOMSEN, G.: tJber konforme Geometrie II, Abh. aus dem Math. Seminar der 
Hamb. Univ., IV Bd. S. 130. 
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und 

(7) 

Rtf) 

darstellbar sind. Hier setzen wir voraus, dasz in der R-Geometrie 
alle Gesetze in der gewtrtmlichen Geometrie gelten. 

Da 

(8) -^-c(«x) 
rtf) 

und 

(9) e (<r) 

R (t) 



ist die Bedingung dafur, dasz sich zwei R. -Kreise £ und t) auszen be- 
riihren. 


( 12 ) 



— (t) ctf)-*tf)+4^e (t) 
R tf) r(t) 


Rtf) rtf) 


ist die Bedingung dafur, dasz sich zwei R. -Kreise £ und Q innen be- 
ruhren. 
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(13) «e + )9^ 

bezeichnet den Kreisbuschel durch den Schnittpunkt von £ und wo 
a und /) skalare Grdszen sind. 

1st i ein Kreis und 5 ein nicht auf ihm gelegener Punkt, so ist 

(14) to = 2 (5 i) s' — s 

der zu 5 in bezug auf den Kreis £ inverse Punkt. 

Man kann (13), (14) nach (3), (4) mit j, r, c, F, 9 , R, R 
bezeichnen. Weiter kann man untersuchen wie in Thomsens Arbeit 05 . 

(I) 

( 1 ) 5* [® = I, II, •••] 

bezeichnet die Punktreihe auf einer Raumkurve in R„ , wo jc* die 
Punkte in R„ bedeuten. 

Beziiglich (1) kann man untersuchen wie in des Verfassers Arbeit 0 ’ 5 . 
Ist 

( 2 ) (dtf = (dqf, 

so folgt 

(3) d(p + c\)-d(p - q) = 0; 
daraus ersieht man, dasz 

(4) d <* + q) _]_ d {)) -q) 

giiltig ist, wo p und q die Kugeln in R 3 bedeuten. 

( J) 

( 1 ) f 

bezeichnet den Kreis in R„ , wo j* die Kreise in X„ bedeuten. 

Da ist a die ganze Zahl und 

( 2 ) 2 <1 a <: (n — 1 ) , 

(1) THOMSEN, G. : fiber konforme Geo. II, Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ. IV Bd., 1925, S. 122. 

(2) MATUMURA, S.: Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln (XXXII), Mem. of 
the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XXVI, 1939, S. 113. 
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z. B. 

( 3 ) (s’, S n , s“} 

bezeichnet den Kreis Si in R„ . 

Das Kreiselement von a Dimensionen in der w-dimensionalen Man- 
nigfaltigkeit X„ mit Koordinatensystem 

( 4 ) x ' [i — 1, 2, n ; m < m] 

definiert sich eindeutig durch das System von einem Punkte und einer 
diesen Punkt enthaltenden kontravarianten w-Richtung. 

Diese Richtung wird durch 

( 5 ) p\ [a. = 1 , 2, m\ 
gegeben. 

Die lineare Transformation von Parametem 

(6) ft =uj (*)/>:. 

gibt keinen Anlasz zu wesentlicher Anderung des Kreiselementes, 
wobei die Koeffizienten UJ nur vom Punkt x' abhangig sind. 

Auszer dem in X„ liegenden gewohnlichen Tensor, z. B. H (J , tritt 
weiter der Tensor anderer Art ein, z. B. Q af , wo das Kreiselement 
(x,p) enthalten ist und bei der Transformation (6) folgendermaszen 
sich transformiert : 

(7) "Q. il = U;USQT*. 

(K) Der Winkel <f zwischen dem Kreis (f) und der Kugel y 
wird mit <0 

( 1 ) cos *9 (X, (t) h) (S“ (t) t>) 

Oder 

gegeben, wo t Parameter ist. 

Da ist eine feste Kugel. 

(1) NAKAJIMA, S.: Differentialgeometrie der Kreisscharen, X, XI, XII, Tdhoku 
Math. Journ., Vol. 34. 1931, S. 199. 
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Aus (1) kann man wissen, dasz die Gleichung der Kegel, deren 
Erzeugende Kreise sind, mit 

( 2 ) const. = (s, (t) t}) (f ( t ) 15 ) (V s‘ (t) = 0 

oder 

( 2') const. = A„ (f (t) 1 ?) (f (t) *), (ptf ( t ) = 0 

gegeben wird, wo p die Spitze der Kugel ist. Da bilden alle Er- 
zeugenden mit der festen Kugel p konstante Winkel. 

Bildet die Erzeugende der Kugel auf p eine geschlossene Kurve, 
so musz 

( 3 ) (s.p)(s“p) 

Oder 

(30 A.„(E*t»)( S , p) 

eine periodische Funktion haben, deren Periode 2~ ist. 

(4) (E.(f)p)(S°(0p) = 0 

oder 

(40 = o 

ist die Bedingung dafur, dasz 

(5) s‘(*)_Lp 

gelten. 

Gilt 

( 6 ) (£(#)$) = cos<f, 

so ergibt sich aus ( 1 ) und ( 6 ) 

(7) = 

oder 


(8) 

so folgt der 


(8.(0p):(f(0b) = (fWp):(s‘(0p), 
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Satz: Gilt (7), so ist (c (t) t>) das geometrische Mittel zwischen 

(j.(0h) u»d (s‘(0 »)) • 

Da bedeutet £ (t) die Kreisschar in R,. 

Gelten 

(9) cos 2 ? = (s. h) (s* 9) 

und 

(10) COS* ? — (j» ij) (s* tl) , 
so folgt aus (9) und ( 10) 

( 11 ) « 8 2 _? _ ' 

cos*? (s«^)(S # 9) ’ 

wo 9 die Kugel in R 3 bedeutet. 

Aus (1) folgen 

(sin*? = 1 - (j„ (lj)s’i}) 

( 12 ) ■ 

(tan 2 ? = (1 - (s . (f $)} : (s. &) (s’ 5) , u. s. w. , 

(sinh ? = — i sin i ? = — i sin {» cos -1 V (s» l;) (s’ h)) , 

(13) ] / 

(cosh? = cos*? = cos {*cos"‘ V (Sah)(s‘h)} . u. s. w.. 

Ist 

(14) ? = 0 
in (1), so haben wir 

(15) l = (s.i))(s‘h) 

oder 

(16) 1 = A«|i (s’ \)) h) • 

(15) Oder (16) ist die Bedingung dafur, dasz s’ auf i) liegt. 
Gelten 

. (17) cos* ? A«, (s’ 9) (j* 0) 

und 

(18) cos 2 ? = (s’ h) (x* 1 h) > 
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so folgt 

(19) A.f (r t>) (f 9 ) = A«d (s‘ 9) (s 1 * 9) 

oder 

(20) A 0l , (e, 0 - 5) (s’, l) - tj) = 0 

d. h. 

(21) s*-L <«)-*>, 

wo j* den Kreis in R s und l) — ij die Kugel in R 3 bedeutet. 

Da l) und t) die Kugeln in R 3 und e“ der Kreis in R 3 ist. 

(22) | = (e.(0D)(: W)D) 

zeigt, dasz die Kreisschar E*(f) in R 3 mit der festen Kugel tj in R s 
den Winkel | bildet. 

Bestehen beide 

(23) cosV = (E«i))(E a l;) 

und 

(24) cos 2 0=^ (E.9)(E a T)) 
zugleich, so ergibt sich 

(25 ) cos' 0 (e« 11 ) (e“ i)) = cos ! <? (e« ij) (E* 19 ) , 

wo 0 und <? gegebene Winkeln i) und 1 ) zwei gegebener Kugeln in R 3 
bedeuten; es folgt der 

Satz : Es seien t) und 1 ) zwei gegebene Kugeln in R, . Wenn ein 
Kreis e“ in R 3 mit l) bzw. y die Winkel <p bzw. 0 bildet, so gilt (25). 

Insbesondere gilt 

(26) 0 = f 
in (25), so folgt 

(27) (E.9)(E B «) = (X^)(r>5)- 

1st ein Kreis E* [«=I, II] in R„ gegeben, so sind die Kugeln 1) (t), 
die auf E* senkrecht sind, mit 
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(28) (s« 1) (t)) (s* t) «)) = 0 
gegeben. 

1st eine Kugel t) in R 3 vorgegeben, so ist die Kreise i a (t), die auf 
l) senkrecht sind, mit 

(29) (s.ft)!)(f(t) D) = 0 
gegeben. 

Sind und j* zwei gegebene Kreise in R 3 , so bildet die Kugel 
l) mit x* und £“ den Winkel <f bzw. f> bildet, so folgen 

(30) cos‘\' — 

und 

.31) cos’0 = (£.>})(s*tj); 

daraus erhalten wir 

. 32 cos' p (j. l) )(£*!)) = cos- <f ( i;“ DJ (£“ i)j . 

(Li 1st ein Kreis jr“ in R 3 gegeben, so ist der Kugelbuschel t) (/) 
in R 3 , der mit jc* einen fesien Winkel f 0 bildet, mit 

>li cos**', = (r;. i) (t) ) (>.;“ ^ </>> 

Oder 


( 1' ) cos" <r\, -- A «,,(£“ l) (/>) £' l) (tl) 

gegeben, wo t ein Parameter ist. 

X) (t) in (1) Oder in (D bezeichnet den Kugelbuschel in R 3 . 

(M) Nehmen wir einen Punkt u als Linearkombination von 
und £” [«=I, II] , dann folgt 

( 1 i u = /». jc‘ + p f f [«, ,5=1, II] 

wo pc und p f gewisse skalare Zahlen bedeuten ; es musz eelten 

( 2 ) (u u) = Pc p f A'"' + pc Pf B*” + Pc Pf T’ 1 ’ , 


wo 
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(3) A'*(s*S'), = T* 1 * - (j‘ £) 

sind c, \ 

Wenn zwei Punkte u und j zusammenfallen, so entsteht 



(4) 

(u E) = 0 

Oder 


(5) 

(«, £ - 7) (1 + (»’?)> =0, 

d. h. 

(5') 

JS 

1 

cs 

T 

O 

WO 


(6) 

E= <*-*>•<! + (*?)> 


gilt c,) . Da f und y Kugeln in R s und j ein Punkt in R 3 ist. 

Aus 1 5') kann man wissen, dasz it auf der Kugel c— ij liegt, wenn 
zwei Punkte u und g zusammenfallen. 

Ist I eine Kugel in R s und u ein nicht auf ihm gelegener Punkt, 
so ist 

(7) l) = 2(u£K-u 

der zu u in bezug auf die Kugel c inverse Punkt. 

Ist 

(8) = E > 

so kommt aus (1) und (7) 

( 9 ) {£-?) ' + {p.l’ + p f f} 

Oder 

(10) 2( p ,r + p f ?j)e=:p.r + p>i\ 

wenn 

( 11 ) 

(1) NAKAJIMA, S.: Differentialgeo. der Kreisscharen, X, XI, XII, Tohoku Math. 
Journ., Vol. 34, 1931, S, 201. 

v 2) MATUMURA, S.: BeitrSge zur Geo. der Kreise und Kugeln (XXXII;, Mem. of 
the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XXVI, 1939, S. 89. 
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( 3 ) 


Im folgenden mSchten wir 
( a ) cos iV = T 5 />« pt 

in des Verfassers Arbeit untersuchen 05 . 

(A) Es seien drei Kreise S, $ und S im S 3 gegeben. 

1st eine normierte Kugel im R„ durch S , so setzen wir 

( 1 ) i) t) — pa Pi A B, ‘ = 1 . 

Dann musz sein : 

( 2 ) cos 5 <p = T ! ‘ p, p ., , cos 5 v = T' 5 10 « Pi , 
wo <f der Winkel zwischen i) und S' und f der zwischen 9 und SI ist. 
Gilt 

(3) (T’ - T° y )p,Pi = 0 

Oder 

( 4 ) f = If 

fiir alle p, , so musz 

(5) T 1 ’- T“' 

sein. 

(B Setzen wir 

( 1 ) /(«, v) = cos : f ( u , v ) = T” « 2 + 2 T u uv + TV , 

so folgen 

(2 ) /„ - 2 (T"« + T u v), / = 2 (T ,5 « + T*t>), /„, = 2 T 1J ; 

so ergibt sich aus 

( 3 ) fai+Ofa + bfr = 0 

( 4 ) (a T 1 + b T 15 ) u + (oT" + b T“) v + Y* = 0 . 

(1' MATUMURA, S. : Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln (XVI) , Mem. of the 
Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XVIII, 1936, S. 57. 
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Gibt (4) fiir alle Werte von u und v, so folgt 

(5) aT” + 6T“ = 0, a T“ + &T 2 * = 0 , T* = 0 

Oder 

(6) a = b = 0 , T 1 * = 0 , 

(C) Setzen wir <f+d<p, ft + dp, , p, + dp , anstatt <p, ft , ft in 

(1) cos 2 f = T" p] + 2 T ,! Pi ft + T- 2 ft , 

SO folgt 

( cos' (r+dr) = T" (ft + dpj + 2 T” (ft + dpd (ft + dp 2 ) 
+ T “(ft + d P ,f = (T"ft + 2T'*ftft + T ,2 ft> 
+ (2T ”ftrfft + T'iPidpt + ftdft) + 2 T 3 ft<//>, 
+ T" (dpj + 2 T“ d Px dp, + T !J (dp,/) , 

so erhalten wir 

'cos* <p cos* dtp = T" ft + 2 T" ft ft + T* 2 ft , 

— £ sin 2 <p sin 2 d<p = 2 T" ft dp x + T 1 * (ft dp, + ft dp t ) 

( 3 ) 

+ 2 T~ ft rfft , 

, sin* <p sin* d<f = T" (d Pt f + 2 T IJ d Pl dp, + T** (dp,/ . 

Aus (3) kann man wissen, dasz, wenn d<f ~* 0 ist, so folgt: 

j cos* <f = T" ft + 2 T 13 ft ft + T** ft , 

( 4 ) } - d<p sin 2 <p - 2T” ft dft + T’*(ftdft + ftrfft) + 2T “ftdft , 
'sin* ?> • (cff)* = T” (dft)* + 2 T 1 * dft rfft + T** (dp,/ . 

(D) Es gibt 

(1) cos* <p = T* f Pa ft» 

und 

(2) A "P»P> = 1, 


so ergibt sieh, dasz 



BeitrAge zur Geometrie der Kreise und Kugeln (XXXVI) 331 


(3) 


f/(cos 5 <p) — a t (cos* <p) n -f a, (cos* 

( + ... + a„-i (cos 5 <p) + a„ 


in der Form 

( f(T •* p. Pt ) = a„(T«V.ft)" + «.(T‘V. (>>)’-' (A*» /». /',) 
(4) ] 

( + ... + a„. , (T* f />,, />.,) (A a * + a„ (A*' p a p,)" J 


zu setzen ist. 

(4) ist in der homogenen Form. 

Also kann man die Differentialgleichung (0 


dpt _ /( cos* y) 
d/>ii <P (cos* ?>) 

ldsen (2 \ wo / und f die gleiche Ordnung haben. 

(E) Wir betrachten 

( 1 ) 9 - 1 0 = (T-* - A A”) Pa p> , 

wo 

( 2 ) 0 = cos' <f = T“ ! ‘ />« />., , 

( 3 ) 0 = A“'’ />„ jO.i 

bestehcn. so ist die Diskriminante von (2) und (.3) 


( 4 ) i T* 3 - l A a, ‘ . 

Ist 0 definit, so sind alle Wurzeln von 
(5) |T*' 5 - AA*M = 0, 

wie man erkennt, reelle. Ist 0 positiv-definit, so kann man setzen in 
der Form : 


( 6 ) e = x x (jo,/ + (/>„)* , 0 = pi + />fi . • 

Die quadratischen Formen 

(7) T -p. Pt 


(1) BlEBERBACH, L.: Theorie der Differentialgleichung, Berlin. 1926, S. 56, § 3. 

(2) Vgl. MATUMURA, S.: Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln ^XXXV),Mem. 
of the Fac. of Sci. and Agri. Taihoku Imp. Univ., Vol. XXVI, 1939, S. 255. 



332 


Sozi Matumura 


und 

(8) A •’p.p, 
seien positiv definit und es sei 

( 9 ) t" T a - (T 12 ) 1 2 * = A" A 22 - (A 1 *) 2 ; 
dann ist, falls die Formen nicht identisch sind 0) , 

(10 ) (T“ - A”) (T“ - A") - (T” - A“)‘ <- 0 . 

(F) Wir betrachten 

( 1 ) cos 5 f = T‘‘ , ‘ Pa p t ; 
es folgt 

(2) (T BP - cos 2 />./>,,= 0. 

Weiter untersuchen wir 

(3) (T** - cos* y ■ A*") Pa p f = 0. 
es ergeben sich 

( 4 ) (T ,i ‘ - cos" f • A*’) Pa p, = 0 

und 

(5) (T* - cos J f-A B? ) PaP, = 0, 

so wird verlangt, die Bedingung dafiir aufzustellen, dasz die beiden 
Elementenpaare voneinander harmonisch trennen. 

Nach einer leichten Umformung finden wir daraus die gesuchte 
Bedingung fur sich harmonisch trennende Elementenpaare' 25 : 

1 {T" — cos’ <p • A 11 } {T 22 — cos 2 f • A* } 

- 2 (T * - cos 2 <f ■ A 1 -} (T“ - cos? • A’’} 

+ {T 22 — cos* <p- A*) {T" -cosVA") =0, 

Aus (6) ersieht man, dasz <p die Funktion von <p ist, wenn T af 
und T‘* gegeben sind. 

(1) HOPF, H. und SAMELSON, H. : Zum Beweis des Kongruenzsatzes fur Eiflachen, 
Mathematische Zeitschrift 43 Bd., 1938, S. 762. 

(2) Vgl. DOBHLEMANN, K. : Geometrische Transformation, Berlin und Leipzig, 

1930, S. 20. 
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(G) Wir betrachten zwei Kugeln 

( 1 ) 9 = Pa S“ 


und 

( 2 ) 9 = ft S‘ 

in (A); es folgen 


(3) 


oder 


(COS 2 <P = T‘ , ‘ pa ft , 

)cos 2 f = T“>. ft, 


ft ft A*" = 1 , 
ft ft A*’ = 1 


(cos- f = (T* 1 ’ p « a,} : { A‘ J ft />,0 , 

( 4 ) < _ 

(cos* ? = (T* 1 * p . : {A**'’’ ft ft} , 

so folgt 

<T‘> ft ft} : (A“ !> ft ft} = {T“ 1 ' ft ft} : {A 0 ' 1 ft ft} , 

wenn 


f 


= <f. 


( 4 ) 

Im folgenden mOchten wir 

(a) (W, (*.*,) . (W 

untersuchen' 0 . 

(A) Unter „aquidistanten“ Kurven c23 auf einer Kreisflache (K) 
versteht man nach A. Voss ein solches System von Kurven u= const., 
»= const., fur das 

( 1 ) ds" = du * + 2 (0«0„) du dv + dir 

(1) NAKAJIMA, S.: Kugelgeometrie von MOBIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and Agri. 
Taihoku Imp. Univ., Vol. 2, S. 36. 

(2) VOSS, A.: Ober ein neues Prinxip der AbbiJdung kriimmer Oberflachen, Math. 
Annalea, Bd. XIX, S. 1. 
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wind, bei dem also die Bogenlangen der Einzelkurven zu Parametren 
genommen werden ktinnen. 

Aus (1) kann man wissen, dasz 

(2) f = JE + Xi + A(i,X) 

die A-Flache cl:> ist, wenn (K) A-Flache ist, wo 

( q \ _JL* ^ _ _ 8 log sin w _ 8 log cos w SA _ q 
du%v S» 8 « du S^ 

l A-Flache, femer X Normalenvektor von (K) und endlich 

3 i 0 X_ (d e \l 9 i 3 X + 9 i_ + d! L 

/ y, \ A „ _ "3 m du (uv) Uu~Zv ( St; 

(4) A (*,X) il(^- 

ist. 

Aus (2) ersieht man, dasz 
( 5 ) {j + X A + a (^, X)}* = const. 

die Gleichung einer Kugel ist, deren Mittelpunkt zu dem Ursprung 
von Koordinaten zusammenfallt. 

Wir betrachten die Kurvenscharen 


( 6 ) du ! + 2 (0„0,.) dudv + dv = 0 

und 

( 7 ) A du 1 + 2 B du dv + di? = 0 , 

wo (6) die Gleichung von Minimalkurven auf (K) ist, so folgt aus 
(6) und t7) 

f(l - rf {A - 2B(M„) + C}‘ 

(8) \ 

l =4(l + r)*(AC -B 2 ){1-(W}, 

wo (8) die Bedingung dafur, dasz das Doppelverhaltnis zwischen vier 
Kurven (6), (7) in dem Punkt (u, v) r gleich ist (,) . 


(1 ElSENHART, L. P. : Surfaces with the Same Spherical Representation of their 
Lines of Curvature as Pseud osherical Surfaces, American Journal of Mathema- 
tics, Vol. XXVII, S. lid. 

(2 LANE, E. P.: Bundles and Pencils of Nets on a Surface, Transactions of the 
American Mathematical Society, Vol. 28, 1926. S. 150. 
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(B) Im folgenden mflchten wir das Differentialparameter bei der 
Kreisflache (K) erwahnen, auf der die aquitangenten Kurven liegen. 

Fur die beiden Differentialparameter einer wilkurlichen Funktion 
<p und den gemischten Differentialparameter zweier willkurlichen Funk- 
tion <p und <P ergeben sich nach Bianchis Buch w die Ausdrucke : 


( 1 ) 


( 2 ) 


A,y = 


l-~(9. 


= 


a; l L vi - (w J 


v\-a 


VI - (9.0, y 

d<p __ 


dv 




-a- -(*“*•) -a X1 
dv °u 

Vi - (W 


(3) = 


jty - to e )( z<p x 

dv dv “ ' ' \ du dv ‘dv du 

- ~ i - (W 


\ d<p_ d<<< 

) du du 


Das Flachenelement da der Oberflache ist durch den Ausdruck 
( 4 ) da = VT^ (6JJ du dv 
gegeben. 

Fiir das Krummungsmasz K erhalten wir 


(5) 


l *(Wl 

2Vl - (9.9,f l dv VI- (Out),)- 3 « ) 


Treffen wir nun die besondere Annahme, dasz die Parameter- 
linien aufeinander senkrecht stehen, d. h. 

(6) (9.0.) = 0 

sei, so wild der vorstehende Ausdruck fur K : 

(7) K = 0. 


(1) BlANCHl, L. : Lezioni tli Geometria Differenziale, Vol. I*Parte I, Bologna, S. 86, 
S. 123. 
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Die besonderen Orthogonalsysteme, in denen das Quadrat des 
Linienelementes der Kreisflache die Form 

( 8 ) df = A {dp + df) 

annimmt, heiszen Isothermensysteme. 

Ihre Bestimmung hangt, wie man sieht, von der Integration der 
Gleichung 

( 9 ) du + {(0.o r ) + i V\- ( W } dv = 0 

Oder 

( 10 ) df — du * + 2 (0«0,) du dv 4- dv 1 = 0 

ab. 

Auf einer (K) nehmen wir zwei Kurven C und C' an, die nicht 
geodatisch parallel sind, und wahlen als Parameterlinien «, v die 
geodatischen Parallelen zu C und C' , als Parameter u die geodatische 
Entfemung von der Grundkurve C und als Parameter v diejenige von 
der Grundkurve C' . 

Wenn 

< 11 ) df = du* + 2 (0„ 0„) du dv + df 

der Ausdruck fur das Quadrat des Linienelements ist, so mussen wir 
nach Bianchjs Buch n; 

(12) Ai« = l, A,v = l, 

d. h. 

(13) 1 = i 1 — 

; l-(W ’ i-(W 

oder 

(14) (*„*.) = 0 

setzen. 

:i) BlANCHI, a. a. O., S. 292, oder 

LUKAT, M. : BlANCHIs Vorlesungen uber Differentialgeometrie, Leipzig und 
Berlin, 1910, 162. 
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Vird mit a> der Winkel der Parameterlinien bezeichnet, so ist 
demach 

(15) (0,X) = cos<o 
und folglich 

( 16 ) ds 1 = du* + 2 cos u> du dv + did . 

Fiihren wir nun als neue Parameterlinien die Kurven 
(17; u + v = const. , u — v = const, 
ein und setzen noch 

(18) u + v = 2 « , u — v = , 

so erhalten wir 

(19) d? = — . 

sin- to /2 cos to/ 2 

Die neuen Parameterlinien stehen also aufeinander senkrecht. 
Weiter kann man untersuchen wie in Bianchis Buch. 

i C i Wir betrachten eine Kreisflache (C), deren Bogenelement 
ds mit 

i 1 ) ds' 1 — du 1 + 2 cos (Ui V) du dv + dir 

gegeben ist '-, wo U Funktion von u allein und V Funktion von v 
allein ist. 

Aus ( 1 ) folgen die Satze : 

(1) Die Gleichung von Minimallinien auf (C) ist 

did + 2 cos (U -I- V ) du dv + dv" = 0 . 

( 2 ) Wenn 

cos(U + V) = 0 

ist, so sind 

u = const. 

1 Vgl. BlANCHI, L. : Lezioni di Geometria Differenziale, Volume II-Parte II, Bo- 
logna, 1924, S. 692. 
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und 


v — const. 

zueinander senkrecht. 

(3) Ein Kurvennetz 

A («, v) du 1 + 2 B (#, v ) dudv + C («, v) dtf = 0 

f 

auf (C) ist dann und nur dann ein Orthogonalsystem, wenn 
C — 2 cos (U + V) B + A = 0 
ist. 

(4) Definiert die Differentialgleichung 

dv/du — 1 (u, v ) 

auf (C) keine Schar von Minimalkurven, so lautet die Differential- 
gleichung der Kurven, die zu den durch diese Gleichung definierten 
einfach unendlich vielen Kurven senkrecht sind : 

dv _ _ 1 + cos (U + V) ^ 
du cos (U + V) + A 

u. s. w. . 

(D) Wir betrachten 1:T in Bianchis Buch c>> ; es folgt 

( -| i JL = <(0A)D-(WDW + {(d v e v )D-(WD")dudv 
T V(W(eX) ~(W 

wenn unsere Flache eine Kreisflache ist, wo D, D' und D" in 
Bianchis Buch' 13 , und (0„0.), (0„0„) in des Verfassers 

Arbeit' 83 stehen. 

Wenn {1:T}=0, I 

SO 

( {(W D - (W D'} du 2 + {(6 v e v ) D 
' < - dw* + {( WD'- = 0. 


(1) BlANCHl, L.: Lezioni di Geometria Differentiate, Vol. I Part. II, Bologna, 1927 
S. 553. 

(2) NAKAJIMA, S.: Kugelgeometrie von MOBIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., 
Taihoku'Imp. Univ., Vol. 2, S. 36. 


w l,a WeY- xK'o'o)) + 
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Aus (2) kann man zwei Werte von du : dv erhalten. 

1st 

(3) (0,,0 V ) = 0, 

so folgt aus (2) 

aw D' du * + {(W D" - (0,6,) D) du dv 
} l - (0,0, )U dif = 0 , 

hieraus entsteht 

( n /d«\’- ( e ' d <) D .-JWiy' 

wJ 2(0„0„) 

wenn 

( 6 ) {(M.) D" - ( w.) D}* + 4 ( W jy (W D' = 0; 

da kann man sagen, dasz, wenn (6) gilt, so beide Werte von dn:dv 
zusammenfallen. 

(E) Wenn (O„0„), (0„0,) und (0,0,) in 
( 1 ) (0„0„) du 5 + 2 (6,0,) du dv + (0,0,) dv 1 = 0 

Konstanten sind, so musz 

( 2 j (M.) = (M.) = (0A) = 1 
sein, da 

I 3 ) (0, 0,) = 1 

ist. 

Aus (1) und (2) ergibt sich 
l 4 ) du 2 + 2 du dv + dv 1 = 0 

Oder 

( 5 ) (du + dvf = 0 

Oder 


(6) 


u + v = const. . 
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Sind 

(7) (o u e K ) = u', (0 U ».)-*, 

so folgt aus (1) 

( 8 ) (u </«)* + ududv + dr? = 0 

Oder 

( 9 ) {d ( m */ 2)} 1 2 * + 2 d («72) dv + dtr = 0 

Oder 

(10) {d(u/2) + dvY = 0 

Oder 

(11) m/ 2 + v = const. . 

Weiter kann man (1) untersuchen wie in Hopf und Samelsons 
A rbeit' 15 . 

(F) Nach des Verfassers Arbeit" 5 kann man 
( 1 ) i ds* = (6,9,) df + 2 (6 A) dt dr + (6 A) dr* 

setzen, wo ds das Bogenelement einer Kurve auf unserer Kreisflache 
bedeutet. 

Wir zerlegen die quadratische Form 
( 2 ) ^ ds* = (6,6,) df + 2 (6 A) dt dr + (6 A) dr* 


in ihre beiden konjugiert imaginaren Linearfaktoren 


( 3 ) 


' a ds- = [vm) + <(0A) d< 

+ i x /(efi,) (6 A) - (9 AY) x |V(0,0,) d< 

+ {(6 A )dt - iV(6Aj(6Ar-(W) --1 

V J 


(1) HOPF, H. und SAMELSON, H. : Zum Beweis des Kongruenzsatzes fur Eindachen, 
Math. Zeitschrift, 43, 1937-38, S. 754. 

(2) NAKAJIMA, S.: Kugelgeo. von MOBIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and Agri., 

Taihoku Imp. Univ., Vol. 2, S. 36. 
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daraus kann man setzen 03 

( 4 ) Ids* = 1 (d<? + df) . 

(G) Sind zwei Kreisflachen k und k in der konformen Abbildung, 
so ergibt sich 

(8,0') : (8 A) : (8 A) = WA) : (W : (MO . 


(1) NAKAJIMA, S.: Differentialgeo. der Kreisscharen (VI), (VII), (VIII), Tdhoku 
Math. Journ., Vol. 32, 1930, S. 219. 
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